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Introduction

Les assureurs prennent des risques pour les assurés, mais comment proposer une tarifi-
cation individuelle 7 Certains sinistres ne sont pas connus ou le montant n’est pas déterminé
a la fin du contrat, comment évaluer la provision ? La solvabilité ?

Nous commencerons par introduire les Modéles Linéaires Généralisés afin de proposer
une méthode de tarification individuelle. Il s’agit d’une tarification a priori, c’est a dire sans
observer la sinistralité propre a ’assuré au cours de sa souscription. Nous enchainerons avec
la tarification a posteriori, qui prend en compte cette observation, lorsqu’elle existe.

Nous poursuivrons avec la vie des sinistres aprés la couverture du contrat, certains n’étant
pas encore déclarés ou dont le cotit demeure indéterminé. Nous commencerons par définir
les triangles de liquidation, qui seront les données disponibles afin d’évaluer les provisions
associées. Nous proposerons dans un premier temps la méthode de Chain Ladder - Mack,
la plus utilisée. Nous proposerons une extension vers la méthode de Schnieper qui propose
de séparer les sinistres non déclarés de ceux déclarés mais dont le coiit n’est pas encore
déterminé. Enfin, nous étudierons comment la méthode du bootstrap permet de tenir compte
de l'incertitude et d’évaluer la solvabilité, puis nous conclurons sur la prise en compte de
I'inflation.

Premiére partie
Tarification

On utilise souvent le modéle collectif en assurance, méme pour une tarification indivi-
duelle (car dans ce cas, si le nombre de sinistres suit une loi de Bernoulli, on retrouve le
modeéle individuel). On rappelle le modéle collectif (pour plus de détails, voir [1]), on com-
mence par définir ce qu’est une « somme aléatoire ».

Définition 0.1. Soient N une variable aléatoire a valeurs dans N et (Y )ren= une suite de
variables aléatoires réelles. La variable aléatoire S définie par :

k=1

est appelée « somme aléatoire ». C’est une somme finie (puisque N est fini), Vw € Q,

N(w)

Sw) =Y Yi(w)

et S(w) =0 st N(w) = 0. Le terme de « somme aléatoire » vient du fait que, le nombre de
Yy (eux mémes aléatoires) dans la somme définissant S est aléatoire et dépend de w.

La variable aléatoire S représente la sinistralité totale, et son écriture en « somme aléa-
toire » est le modéle collectif. La variable aléatoire N représente le nombre total de sinistres
et la suite (Yy)g>1 le montant des sinistres. Si les variables aléatoires N et Y; appartiennent
a L', alors (voir [1, Premiére formule de Wald - Théoréme 5.5]) S € L' et :

E(S) = E(N)E(Y1).



Toutefois, ’assureur va tarifer individuellement les assurés : ils n’ont pas tous le méme profil
et donc les mémes lois de sinistres.

Soit n > 1 le nombre de contrats d’assurance, et pour tout 7 € {1,...,n}, N* le nombre
de sinistres de Dassuré i et (Y}'),>1 leurs cotits associés. On pose

N’L
S'=)Y, 1<i<n,

k=1

le cotit total de la sinistralité de I'individu . Si, par exemple, N* ~ P();) et que tous les
assurés sont indépendants, alors le cotit total des assurés :

=1

est encore un modéle collectif (voir [1, Théoréme 5.20]). Dans la suite, nous allons nous
intéresser a la sinistralité individuelle S; de chaque assuré i € {1,...,n}.

L’espérance du cotit des sinistres est ce qu’on appelle la prime pure qui est ici : E(S?) =
E(N)E(Y{). Afin d’estimer E(S?), nous allons estimer E(N?) et E(Y{). Etant donné que
chaque individu aura ses caractéristiques propres, il convient d’écrire un modéle permettant
d’avoir une prime individuelle. Si les caractéristiques observables sont représentées par une
variable aléatoire X' a valeurs dans RY, nous allons nous intéresser & E(N? | X' = 2%) et &
E(Y] | Xt = 2') avec ' € R? Par conséquent, la prime pure de I’assuré i sera

E(S'| Xt =a') = E(N' | X = 2))E(Y] | X = ).

Afin d’estimer pour chaque assuré son nombre moyen de sinistres E(N? | X* = x%) et son coiit
moyen par sinistre E(Y} | X* = 2"), nous allons utiliser des modéles linéaires généralisés.

1 Modéles Linéaires Généralisés

Définition 1.1 (Famille exponentielle). Soit (Pp)oecr une famille de mesures de probabilité.
Le modele fait partie de la famille exponentielle si cette famille est dominée et que sa densité
peut s’écrire sous la forme :

y0 — b(0)
a(¢)

ou a,b et ¢ sont des fonctions mesurables, a est strictement positive et ¢ est un parametre
de dispersion.

F:0.6) = exp ( Feld))

Un premier résultat important est la caractérisation des deux premiers moments.

Lemme 1.2. Si Y ~ Py et si b est une fonction C?, alors

E[Y]=10'(6),
Var(Y) =b"(0)a(e).

Démonstration. SiY ~ Py, on a :
E [0y log(£(Y36,6))] = 0.
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En effet, en notant v la mesure dominante de la famille :

E(00oe((vi0,0)] =2 | 2D [ a0p(ye0. vty

— 0, [ f(y:6.9)v(y) = u(1) = 0.
R
On en déduit : )
E {Y—_b(@)} =0,

a(9)
c'est-a-dire E [Y] = ¥/(0). De plus, on a :

E [(95log(f(Y36,0)))°] = —E [95 log(f(Y36,0))] -

En effet,

E [05log(f(Y;6,9))] =E [89 M@gg))]

/
) {83]“(}/; 0,0)f(Y;0,0) — (0 f (Y0, ¢))2:|
f(Y;0,0)?
= /Ragf(y;&qb)du(y) _E (%) ]

_ / F(y:8,6)dv(y) — E [(9log(£(Y6,6)))*]
= —E [(9s1og(f(Y;6,9)))*]

Définition 1.3 (Fonction de lien canonique). On suppose que b’ : R — A ou A C R est
bijective. On a 0 = V'~ (u). La fonction V=1 est la fonction de lien canonique. Comme la
relation est bijective, si on a 6 = g(u) avec une fonction g, alors g = V'~" est la fonction de

lren canonique.

La plupart des lois habituelles appartiennent a la famille exponentielle.

Exemple 1.4 (Loi de Bernoulli). La loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1| fait partie de la

famille exponentielle et sa densité (par rapport a la mesure oy + 01) s’écrit :

_ ylog (ﬁ) +log (1 - p)
f(y:0.¢) = (1 —p)"p’ = exp +0].

1

On pose 0 :=log (%) qui détermine la fonction de lien canonique. La densité se réécrit :

. 9
f(y;0,0) =exp <y0 10g1<1 +¢) + 0) .

On identifie également b(0) = log(1 + €%), a(¢) =1 et c(y, ¢) = 0.

>



Exemple 1.5 (Loi de Poisson). La loi de Poisson de paramétre X > 0 fait partie de la
famille exponentielle et sa densité (par rapport a la mesure Y 6n) s'écrit :

F(y:6,0) = % — exp (ylog () — A — log(y)))

On pose 0 :=log (\) qui détermine la fonction de lien canonique. La densité se réécrit :
f(y:0.¢) = exp (y8 — exp(0) — log(y!)) -

On identifie également b(0) = exp(0), a(¢) =1 et c(y, ¢) = —log(y!). En pratique, on utilise
les fonctions de lien g(\) = log()\) et g(A) = V/\.

Exemple 1.6 (Loi Binomiale Négative). La loi Binomiale Négative de parameétres r > 0 et
p €]0, 1] fait partie de la famille exponentielle et sa densité (par rapport a la mesure )y, 0n)

s’écrit :

T(r+y)
y!I'(r)

Son espérance est 1= @. On paramétrise par (r,p), la densité se rééerit :

o) =Sl () (7))

oo (25 on (s 25) e i)

On pose 0 :=log (ﬁ) qui détermine la fonction de lien canonique. La densité se réécrit :

fy;0,0) = p (1 —p).

f(y;0,0) = exp (ye +rlog (1 —€?) + log (Fy(TF—J(FrQSI))) :

On identifie également b(0) = —rlog (1 —€’), a(¢) =1 et c(y, ) = log (I;(,TFE?))) En pratique

on utilise les fonctions de lien g(p) = log(p) et g(p) = /1.

Exemple 1.7 (Loi normale). La loi normale de parameétre p € R et 0® > 0 fait partie de la
famille exponentielle et sa densité (par rapport a la mesure de Lebesque) s’écrit :

2
) 1 _w=w? yu — % y2 1 2
f(y, 0, ¢) = 277_0_6 202 = exp ( 0_2 — 20_2 — 5 10g(27'['0' ) .

On pose 0 := i qui détermine la fonction de lien canonique. La densité se réécrit :

yo—% 2 1 )
f(y;0,9) zexp< > 2 — 557 510g(27ra )] -

On identifie également b(6) = %, a(p) = o et c(y, d) = —% — $log(2mo?). On peut poser

¢ =02,



On suppose observer une variable aléatoire X a valeurs dans RY. On suppose de plus
qu'’il existe une fonction ¢ bijective et 3y € R, B € R? telle que :

g (E(Y | X)) = o+ X'B.

La fonction g est appelée fonction de lien. 11 est possible d’utiliser la fonction de lien cano-
nique du modéle.
La quantité 0(X) := 5y + X' est appelée le prédicteur linéaire. 11 vient :

EY | X)=g" (B +X'P).
La difficulté est d’estimer (3, 3) € R

1.1 Estimation par maximum de vraisemblance

On suppose que Y | X suit la loi Py(x). En particulier, si on observe (Yi, i )1<i<n variables
aléatoires i.i.d., la vraisemblance, dans le cas de la fonction de lien canonique, s’écrit :

4 (ﬁOv ﬁ (y’L ’ xz 1<z<n Z lOg yl7 50 + 1:267 ¢))

_ N YilBo + 2iB) — b(Bo + %1B)
- Z a(¢)

On remarque que 'estimation par maximum de vraisemblance de (f3y, #) est indépendante
de ¢, qui pourra étre estimé dans un second temps (c’est aussi vrai avec une autre fonction

de lien).

+ C<yi> ¢)

Exemple 1.8 (Loi de Bernoulli). On obtient la log-vraisemblance :

ePotzifp Yi 1 1=yi
1 + ePotaif 1 + ePotzif '

Exemple 1.9 (Loi de Poisson). On obtient la log-vraisemblance :

E(B(MB (yz | xz 1<z<n ZlOg

n

(Bo, B; (i | wi)1<i<n) ¢ Z (—6‘30”% + i (Bo + %5)) :

i=1
Exemple 1.10 (Loi normale). On obtient la log-vraisemblance :

(v — (5o + 46))°

202

C(Bo, B; (yi | w4)1<i<n) X —glog (%) - Z

=1

Les équations du premier ordre du probléme :

(B0, B) € argmax £ (o, B; (yi | ©i)1<i<n)
(Bo,B)eRIFL
ne permettent pas d’en déduire, en général, une solution explicite (en dehors de cas parti-
culiers, comme le modéle gaussien avec fonction de lien canonique qui permet de retrouver
le modeéle linéaire avec bruit gaussien). Nous passons par des méthodes numériques. Dans
R, la fonction glm permet d’estimer des modéles linéaires généralisés. Il convient ensuite
d’éliminer les facteurs non déterminants via des tests d’hypotheése.
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1.2 Estimation de la dispersion

Dans certains modéles, la dispersion est fixée. Par exemple, dans le modéle avec une loi de
Poisson, on a a(¢) = 1. Dans ce cas, il est également intéressant de disposer d’un estimateur
de la dispersion et s’assurer que cette propriété est bien vérifiée.

Dans un premier temps, nous définissons la fonction de variance du modéle V' : A — R,.
Il s’agit d’associer a la moyenne p € A la variance associée :

V(p) =E[(Y —p)?].

Par le Lemme 1.2, on a
V(1) = a(@)b" (0 (1))

La fonction de variance dépend de la famille de loi, mais pas de la fonction de lien choisie.

Exemple 1.11 (Loi de Bernoulli). On a b(6) = log(1 + €%) et a(¢) = 1. On retrouve

Vi) = p(l = p).
Exemple 1.12 (Loi de Poisson). On a b(f) = exp(0) et a(¢) = 1. On retrouve
Vip) = p.
Exemple 1.13 (Loi Binomiale Négative). On a b(f) = —rlog (1 —¢€’) et a(¢) = 1. On
retrouve
12
Vip) = p+ o

On définit V, la fonction de variance normalisée par

V(p)
a(¢)

Celle-ci ne dépend plus de la dispersion et est fonction uniquement de p. En conséquence,
on obtient la relation pour la dispersion :

Vo(w) = =" ().

o)~ &[S

Vo()
si on observe (y;, T;)1<i;<n variables aléatoires i.i.d., un estimateur de la dispersion est
n
— 1

o (yi - ﬁi)Q
a(¢) = ——— A

i=1

Il est possible d’obtenir un intervalle de confiance asymptotique autour de la dispersion, ou
d’effectuer un test asymptotique pour tester une valeur. La loi asymptotique de ’estimateur

est :
2



Exemple 1.15 (Loi de Poisson). Comme V() =V (u) = p,

De plus, comme a(¢) =1,
c@ loi Xo—d—1
n—d—1

—

Nous pouvons tester si l’hypothése Hy la dispersion est bien égale a 1 en vérifiant si a(¢) €

2
Xn—d—1 Xp—d—1
[ 2 2 ] pour un risque de premiere espece o €|0,1[. Ou plus simplement, pour

n—d—1 7’ n—d-1

tester Hy contre Hy : a(¢) > 1, la p-valeur du test est

p=1-Fg ((n —d— 1)@) :

—

Si on rejette Hy car a(¢) est trop grand, on dit que le modeéle est sur-dispersé, et s’il est trop
petit, qu’il est sous-disperseé.

Comme introduit dans I'exemple, la dispersion peut étre contrainte par le modéle et,
malgré cela, observer que l'estimation de a(¢) est significativement différente. Dans ce cas,
on peut introduire un modéle surdispersé en mettant a(¢) = ¢ libre. L’exemple fondamental
est celui de la loi de Poisson. On fixe la fonction de variance :

V() = op,

ol ¢ est un parameétre a estimer. On introduit la quasi-densité :

% _ 10g(y!)) ,

Les estimations de (5o, 5) sont inchangées, mais les intervalles de confiance de ces paramétres
sont élargis d’un facteur /¢ ce qui change les seuils de significativité.

f(y;0,0) —eXp<

1.3 Estimation par maximum de vraisemblance pénalisé

Il est possible d’intégrer I’élimination des facteurs non déterminants au modéle en utilisant
des méthodes de pénalisation. Soit A > 0, on introduit :

C(Bo, B; (yi | Ti)1<i<n; A) = L(Bo, B; (yi | xi)1<i<n) — MBI,

ot |||, est la norme p € {1,2} et A est le facteur de pénalisation. Afin que le modele soit
invariant par facteur d’échelle dans I'estimation des parameétres, il est fondamental de centrer
et réduire les variables explicatives non catégorielles = au préalable. Dans la maximisation,
il y a un arbitrage entre 'apport dans la log-vraisemblance et la pénalisation.

Lorsque p = 1, on parle de pénalisation Lasso et lorsque p = 2 on parle de pénalisation
Ridge. A \ > 0 fixé, on résout le probléme :

(Bo, B) € argmax €(So, B; (yi | T:)1<i<n; A).
(Bo,B)eR4+1



La difficulté est alors de choisir un bon A > 0. On procéde par validation croisée. On
découpe I’échantillon de maniére aléatoire en k > 2 parties de taille égale ou semblable. On
peut choisir kK = n le nombre d’observations, ce qui revient a découper individuellement. On
note Py, la partie k € {1,...,k} et 'ensemble forme une partition de {1,...,n}, c’est a dire,
on a la réunion disjointe :

UPe={1.....n}.
k=1

Définition 1.16. (Validation croisée) Soit k € {1,...,k} et X > 0. L’estimation par va-
lidation croisée consiste 4 estimer le modeéle sur l’échantillon observé (y;, x;)igp,. On en

déduit (A(?”“,BM). On calcule ensuite la log-vraisemblance, avec les paramétres estimés, sur
I’échantillon de test :

() = D Tog (s Byt + 25, 0))

1€Py

On introduit : .
(M) = k(N
k=1

Le modele sélectionné est celui qui résout le probleme :

X € argmax [()\).
A>0

Une fois X déterminé, on estime les paramétres sur [’ensemble des données :

(Bo;g) € argmax £(B, f; (yz’ | xi)lSiSn;:\\)'

(Bo,B)ERIFL

L’idéal est d’avoir une partition trés fine : on estime sur un grand sous échantillon pour
tester sur un petit échantillon. Mais plus la partition est fine, plus le temps de calcul est élevé,
il y a souvent un arbitrage a faire. En pratique, le minimum étant d’avoir au moins les deux
tiers de I’échantillon afin d’estimer les paramétres, et 'idéal étant d’avoir tout 1’échantillon
sauf un point qui servira de test.

La pénalisation permet d’avoir un modéle bien posé méme si le nombre de variables
explicatives dépasse le nombre d’observations. Dans ce cas, beaucoup de paramétres seront
proches de 0 (pénalisation Ridge) ou égaux a 0 (pénalisation Lasso).

1.4 La prime pure

On note (Bév , BN) les parameétres estimés du modéle pour le nombre de sinistres et gy sa
fonction de lien. On note (3{ , BY) les parameétres estimés du modéle pour le cotit des sinistres
et gy sa fonction de lien. La prime pure estimée pour l'assuré ¢ de variables explicatives ;,
notée P;, est :

P= g (BY + 2B g (BY + BY).

10



1.5 Exemple

Nous prenons un exemple avec des données simulées.

set.seed(0)

n < 2x10+4

X + data.frame(age = runif(n, 18, 100), rouge = rbinom(n, 1, .2))
X$jeune < as.integer((X$age — runif(n, 18, X$%age)) <= 3)

theta_N + —2 — 0.03xX%age + 0.8xX$jeune + 0.6xrnorm(n)
mu_N < exp(theta_N)

X$N + rpois(n, mu_N)

La fonction qui permet d’estimer un modéle linéaire généralisé est glm.

(reg + glm(N ~ . , data = X, family = poisson(link="1log")))
summary (reg)

La famille de loi ainsi que sa fonction de lien sont renseignées avec 'argument family.
Nous pouvons ensuite récupérer les coefficients (fo, 5) avec reg$coefficients, les valeurs
de (J1;)1<i<n avec reg$fitted.value. Nous pouvons en déduire la dispersion et calculer la
p-valeur du test.

mu_hat < reg$fitted.values
dispersion « sum((X$N — mu_hat)*2 / mu_hat) / reg$df.residual

pvaleur < 1-pchisq(reg$df.residualxdispersion, reg$df.residual)

Nous observons une surdispersion due au terme de bruit 0. 6xrnorm(n), qui disparait lorsque
ce terme est supprimé.

(reg_surdispersion < glm(N ~ . , data = X, family = quasipoisson(
link="10g")))
summary (reg_surdispersion)

Pour utiliser la famille de Poisson en tenant compte de la surdispersion, on met en famille
de loi quasipoisson au lieu de poisson. Pour utiliser une méthode de pénalisation et utiliser
la validation croisée, on utilise la bibliothéque glmnet. On modifie légérement le format des
données pour pouvoir utiliser la fonction glmnet.

#Le package doit étre installé au préalable
library(glmnet)

Xnet < X; Xnet$N <« NULL

Xnet < as.matrix(Xnet)

#Régressions pénalisées pour plusieurs lambda
reg_lasso < glmnet(Xnet, X$N, family = poisson(link="1og"))

#Affichage de | ’évolution des coefficients en fonction de la pé
nalisation
plot(reg_lasso)

11




Cette fonction ne réalise pas la validation croisée : elle estime les paramétres pour différents
A. Et nous pouvons afficher la valeur des parameétres en fonction de la pénalisation. Pour
réaliser la validation croisée, nous passons par cv.glmnet.

#Validation croisée et sélection du lambda
reg_cv < cv.glmnet (Xnet, X$N, family = poisson(link="1log"),
nfolds = 20)

Enfin, nous pouvons récupérer les coefficients estimés.

coef(reg_cv)

2 Tarification a posteriori

Malgré la différentiation des individus a travers leurs variables explicatives z; € R?, ceux-
ci ont des caractéristiques propres inobservées. Ainsi, méme si I’hypothése que le nombre de
sinistres de chaque individu survient a travers une loi de Poisson d’un paramétre qui lui est
propre semble raisonnable, on observe souvent une variance supérieure a la moyenne. Cela
se traduit par de la surdispersion dans un modeéle linéaire généralisé avec la loi de Poisson
(a(¢) > 1). Cette propriété apparait naturellement en raison de caractéristiques individuelles
inobservables. En effet, supposons que :

N [ {X: = 2;,0; = 6;} " P (M, 0))
ou seul x; est observé, la caractérisque 6; est inconnue et également propre a ’assuré. A est
ici une fonction a valeurs dans R, Dans ce cas, ’espérance de N; sachant x; est :

Tandis que, par la formule de la variance totale, on a :

=E [Xz;,0;)] + Var [z, ©;)]

Si A(x;, ©;) n’est pas une variable aléatoire p.s. constante, on a Var(N; | X; = z;) >
E[N; | X; = x;]. Ce phénoméne créer de la surdispersion. Un cas intéressant est lorsque
Az, ©;) suit une loi Gamma. Dans ce cas la loi du nombre de sinistres de I'assuré pris
individuellement suit une loi binomiale négative dont la variance est supérieure a la moyenne.

Lemme 2.1. Soit © ~ G(a, ) et N | {© = 0} ~ P(0) avec a > 0,8 > 0,0 > 0. Alors N

suit une loi Binomiale Négative de parametres

r=q,

_ B
P=1%5




Démonstration. Soit n € N. On a :
P(N =n) =E[E (1;)(N) | ©)]

_E {exp(—@)@n}

n!
B on B~ o
_/IR+ exXp(—0) 1y iy A0

_ / exp(—(1+ B)0)6" g
R4

n!I'(«)
= p / exp(—t)t" T dt
t=0+8)0) n!T(a)(1 + B) T Jr,

- Félar?a?) (1155)@ (1iﬂ)n‘

Toutefois, ’assureur va pouvoir observer au fil de I’eau le nombre de sinistres de I’assuré et
leurs cotits. Cela va lui permettre d’obtenir de I'information sur la variable aléatoire inconnue
©; et sa sinistralité réelle.

O

2.1 Prime Baysienne

On suppose avoir a notre disposition la prime pure annuelle a priori de chaque assuré i :
b= gNl(Bév + xéﬁ(])\])gyl(ﬁo +aify) = Pz'NPiY-

Toutefois, chaque assuré aura des caractéristiques individuelles inconnues. On suppose que
son nombre de sinistres N/ sur l'intervalle de temps [0, ¢] avec ¢ > 0 suit une loi de Poisson
de parametre ©;t avec ©; ~ G(«, 5;). Plus précisement, on suppose que (N})io | {©; = 60;}
est un processus de Poisson de paramétre 6; inconnu. Les paramétres («;, 3;) doivent étre
pris tels que

E(N)) =E(©y) = 5 = P
Bi
En effet, sur l'intervalle [0, 1], E(N}) = E[E(N{ |9)] = E[©,] = 3 ce qui permet d’étre
cohérent avec la définition de la prime pure. Pour fixer le second paramétre, dans le modéle
linéaire généralisé, on a & notre disposition la fonction de variance V' : p — V(u), ce qui

donne la relation :

Var(N) = E(©,) + Var(©;) = Z— + % _vy (gzv) .

Nous avons la caractérisation :

i _ DN

B =5

~ pN ~
PY 45 =V (BY)
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qui se réécrit

PN)?
o; = ISN(_‘;()ﬁZ_N)a
g oo
v o

Exemple 2.2 (Loi de Poisson). Dans le modeéle surdispersé, on a V(u) = ¢p avec ¢ > 1.

Ainsi,
. PN 1
PN 4 = ¢pPN —= =
Bi ¢o—1

On peut donc poser [3; = By commun pour tout i.

Exemple 2.3 (Loi Binomiale Négative). Dans ce modéle, consitant avec cette approche (car
la loi de N} est une loi binomiale négative), on a V(u) = p + “72 et on déduit

. DN (PN)? ,
N _Z p— N L p———
P+ 5, P+ = b BN

i
Cette fois-ci, on peut poser a; = g qui est commun pour tout © avec cvg = 7.

Lemme 2.4. On a, pour toutn >0 ett >0 :
O; | {N{ =n} ~G (i +n,B; +1t).

Démonstration. 11 s’agit d'un calcul de loi a posteriori. La loi © | {Nf = n} est par construc-
tion absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, pour # > 0, on a presque
partout :

FOTN; =n) o< f(n]©;=0)f(0)
X 6—(51—&—1&)990414-71—1

On reconnait la loi G (o; + n, B; + t).

O
Corollaire 2.5. La prime pure conditionnelle a 'observation {N; = n} est :
Pi=E (Niy = N{ | Nf =) PY = (1= ) B + 447 B
avec
/ t t>0
z. =
g+t T
Démonstration. On a :
E(N/y — N/ | N;=n) =E[E(N;, — N, | N[ =n,0;) | N; =n]
=E[E (N, — N, |6;) | N/ =n]
- a; +n B« t n
= E @Z Nl =N = = e —|— —7
(641 i =n) Bi+t  Bi+iB Bttt
et on en déduit le résultat. ]
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# Cas Poisson sur—dispersé, suite du MLG simulé
# Calcul des paramétres initiaux de la loi Gamma
beta « 1/(dispersion—1)

alpha + beta * mu_hat

# Si tous les assurés sont observés 1 an avec la sinistralité X$N
beta_1l < beta + 1

alpha_1 < alpha + X$N

mu_tilde < alpha_1/beta_1

2.2 Crédibilité non paramétrique

Le cadre bayésien exige une hypothése de loi sur le paramétre inconnu. La prime qui
était obtenue précédemment correspondait a I'espérance conditionnelle. Par exemple, pour
le nombre de sinistres, si ce dernier suit un processus (N);>o, et si en ¢t > 0, on observe
{N} = n}, la prime pure unitaire par sinistre était par construction :

E(N/y — N{ | Nf =n).

Ici, nous allons prendre une forme linéaire en 1’observation Ny, ce qui permettra d’aboutir a
une prime unitaire de la forme :

(- PN + 57

Nous travaillerons directement sur le cotit total des sinistres, mais ce qui suit pourra s’ap-
pliquer sur le nombre de sinistres.

Hypotheése 2.1. Soit (S})>0 le processus du coit total des sinistres de lindividu i > 1 et
z; € R? ses caractéristiques. On suppose que, a i > 1 fixé, la loi de (Sj,, — Si) | {X; =
7;,0; = 0;} est i.i.d. pour tout t € N et ont la méme loi que S} | {X; = x;,0; = 6,}.

On peut remplacer le processus du cott total des sinistres par celui du nombre des
sinistres si on s’intéresse au nombre moyen de sinistres, ou par la suite du cotit des sinistres
si on s’intéresse au cotit unitaire moyen des sinistres.

Pour une catégorie z; € R? fixée, afin d’alléger les notations, on introduit 'opérateur
E., :=E[ | {X; = a;}], c’est & dire 'espérance conditionnellement a {X; = z;}. On pose :

P(6;) :=E,, [S{|©6; =06,
< S
S, = -

Par construction, P, = E,, [P (0;)] = E,, [Si] est la tarification a priori. La crédibilité non
paramétrique consiste & résoudre le probléeme :

2
(a*,b*) € argmin E,, {(P (©;) —a— bSt> } :

(a,b)€R?

puis on en déduira la prime pure a posteriori :
_zi
Prf=a"+0b"S,.
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Les conditions du premier ordre donnent :

_9E,, [P (@) —a*— bS] =0 E,. [P (@) —a* — bS] =0
9K, [?i (P (©:) — a* — b*?i) —0 "~ E, [Ei (P (©;) — a* — b*?i) —0

La premiére équation donne : a* = E,, [P (0;) — b*gi] . En substituant dans a* la seconde,

E,. [EiP (@i)} _E, [ _p ?} [ ] bE,, [(Ezﬂ _

< Cou,, [gi,P(Gi)} — b Var,, (S) 0.

on obtient :

On retrouve les résultats de la régression linéaire simple, c¢’est-a-dire :
a* =E,, [P(0,)] — b'E,, [?i] ,
Couv,, [gi, P (@1)]

b = —
Varg,(S;)
Comme ,
E., 5| = E., [$] = E., [P(6))],
on a
— (1-b)E,, [P(©,)].
puis

Pr =a* + b5, = (1 - b)E,, [P (©;)] + b*S,.

Nous voyons apparaitre & nouveau une moyenne entre la prime pure a priori et la moyenne
empirique. Le numérateur de b* se réécrit :

Cou,, [St,P ] ZCO% Si_\, P(©,)] = Cou,, [Si, P(©))]

b [5, [5iP(00 | 0] - Bx £. (5[5 0] 5. )
= E., [P(6))E,, [Sl | 6:]] -

i [P(©))"
= Vary, [P(©:)].

T4

Le dénominateur de b* se réécrit :

Var,, (?1) =E,, [Varmi <§z | @lﬂ + Var,, [Exl (31 | @zﬂ

_ B, [V“”; (SO, var, 1P(01).

Puis b* se réécrit finalement

b = Var,, [P(©:)] _ 13 - t
 Ee, [Vars,(Si165)] a E,, [Vars, (Sil0:)] E.,[Vars, (Si16:)]
t +Vary, [P (0] i+ Vara,[P(6;)] t+ Vary, [Eq,; (S116:)
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En posant 2! := b* € [0,1], on a :

P = (1—2)E,,[P(©:)] + 25,

7

Ci-dessus, par définition, P; est un estimateur de E,, [P (6;)]. Dans le cas particulier du
nombre de sinistres, cela s’écrit :

PN = (1 - Z;) EN + zéﬁz

(2

Ceci est consistant avec le cas ou Ny | {©; = 0} ~ P(0) et ou ©; ~ G(ay, 3;), on retrouve les
résultats précédents :

Zt _ - — = E. (O, - N
- Eq, [V z; (N1|®7')] t+ Va'/‘;[i [e]z] " B’L

Varg, [Es, (N{]6:)]
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Deuxiéme partie
Sinitres tardifs

En assurance, les contrats couvrent les sinitres sur une année. L’assureur encaisse la prime
immédiatement et est amené & payer par apreés les éventuels sinistres. Toutefois, a la fin des
contrats, l'assureur ne sait pas exactement ce qu’il devra payer en conséquence de deux cas :

e Certains sinistres n’ont pas un cofit final complétement déterminé,

e (Certains sinistres ont eu lieu durant la période de couverture mais ne sont pas encore
connus.

Ces deux cas ameénent 1’assureur a devoir estimer le cotit réel de ses garanties passées car
il ne peut pas connaitre avec exactitude leur valeur. Ce sont les sinistres tardifs, appelés en
anglais IBNR (Incurred But Not Reported), sachant que dans le premier cas le sinistre est
connu, seul le montant est incertain.

Pour les contrats signés il y a n € N* années, I’assureur a pu observer le flux d’information
pendant n années, cela lui permet :

e D’avoir une bonne connaissance des sinistres tardifs,

e De connaitre plus précisément le cotlit des années précédentes.

3 Les triangles de liquidation

On se place sur un espace probabilisé (2, F,P). On définit les variables aléatoire réelles
X;; pour 1 <i,57 <mnoun &N est un nombre d’années.

e ¢ correspond a l'année de survenance du sinistre, il s’agit de I'année de couverture du
contrat

e j correspond a l'année de développement du sinistre, il s’agit de 'année a laquelle
I'information arrive & l’assureur, relativement & i (par exemple, j = 1 correspond a
I'année de couverture du contrat, j = 2 & un an aprés la couverture du contrat)

e X, ,; est la variable aléatoire qui correspond au cofit des sinistres survenus l’année ¢
pour 'année de développement j.

La v.a. X; ; représente :

e Sij =1, le cotit estimé des sinistres survenus en 'année ¢ et connus a la fin de 'année
i

e Si j > 1, la variation du colit estimé des sinistres survenus en ’année i et appris a la
j-éme année apreés la survenance, c’est a dire en fin d’année ¢+ + j — 1,

Par contruction, en une année £ € N*, on observe les variables aléatoires X ; telles que
1+ j < k+ 1. On introduit la filtration :

Aujourd’hui, en année n, les variables observées sont celles qui sont F,-mesurables, c’est a
dire les X ; telles que 7 + j < n + 1 qui sont représentées par le triangle :
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1 Xl,l Xl,n
n Xn,l

On définit, pour 1 <i,j < n,
J
Ci,j - ZXZ’k
k=1

Il s’agit de la somme cumulée et par construction, C;; est Fp-mesurable si¢+j < k+1,
comme l'est X ;. Il s’agit du cotit total des sinistres survenus 'année ¢ et vus en 'année de
développement j. Si on suppose que les sinistres se développent en maximum n années, alors
C;.n est le cott total des sinistres survenus pendant I’année <.

Nous avons le triangle cumulé :

ijl 1 e on
1 | Cia Cin
n Cn,l

L’objectif principal est alors d’estimer la partie inconnue du triangle et d’en déduire une
approximation du montant restant a payer pour les contrats passés. C’est-a-dire estimer

(Oi,n>2§i§n-

3.1 L’exposition

L’exposition correspond a une mesure du risque du portefeuille.

On note E; € R, 'exposition de 'année 7. Plus I'exposition sera élevée, plus I'assureur
aura souscrit de contrats et sera donc exposé a des sinistres tardifs.

Si tous les contrats sont identiques, I’exposition est le nombre de contrats en cours 'année
1. Le montant total des primes est une mesure de ’exposition qui tient compte de la différence
des risques des différents contrats.

Certains contrats sont signés en cours d’année, d’autres s’arrétent en cours d’année. Il est
alors possible de définir une exposition individuelle (e ;)g>1 d'un contrat pour une année i
et un individu k. Si le contrat a couvert une proportion py; € [0, 1] de I'année ¢, 'exposition
associée au contrat (dans le cas ot on compte le nombre de contrats) est :

€ik = Pik-
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Si m est le nombre total de contrats, I’exposition totale de ’année 7 est :

m
Ei = E €4 k-
k=1

L’exposition est une notion importante. En effet, si I'assureur a un nombre de contrats
supérieur I’année ¢ + 1 par rapport a I’année 7, on s’attend observer en moyenne des valeurs
plus élevées pour (X ;)j>1.

3.2 Risque de sous-provisionnement

Le premier objectif est d’étre capable d’estimer la partie inconnue du triangle en 'année
n, c’est a dire les X; ; pour i + j > n+ 1. Cela permet d’estimer le cott total (C;,,)1<i<n de
chaque année. Le montant a prévoir pour les évolution futur est C; ,, — C; ,,4+1—;. La provision
est alors :

R = Z;(Cm — Cint1-i)

C’est une variable aléatoire pour laquelle nous mettrons en place des techniques afin
d’estimer la moyenne compte tenu de l'information disponible, ainsi que le risque associé
(car méme si nous étions capable d’en déduire la moyenne exacte vu de n, il ne faut pas
oublier qu’il s’agit d’une variable aléatoire).

3.3 Risque de prime

Le risque de prime pour la nouvelle année n + 1 est le risque que les primes percgues
ne couvrent pas les sinistres & payer. La variable aléatoire associée a ce risque est Cpy1 .
Sachant I'exposition F, 1, on peut estimer estimer le risque de prime associé a pour ’année
n + 1 en s’intéressant & la distribution de C,1;, et en tenant compte de la cadence de
développement dans les données des sinistres passés.

4 Modéles de Chain Ladder - Mack

Cette section s’appuie principalement sur [3].

4.1 Hypothéses

Il s’agit du modéle le plus utilisé en assurance. Il repose sur les hypothéses suivantes :

Hypothése 4.1.
HI1 Les v.a. (Cy j)1<j<n €t (Ciyj)1<j<n sont indépendantes pour iy # is.
H2 Pour1<j <n—1, il existe f; > 0 tel que

E(Cijs1 | Firjo1) = f[;Ciy, 1<i<n.
H3 Pour 1 <j <n-—1, il existe 0; > 0 tel que
V(lT’(CZ'J’_H | E+j—1) = O'?CZ'J', 1 S ) S n.
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Nous faisons donc trois hypothéses. La premiére, c’est que les années de survenance
des sinistres sont indépendantes. La deuxiéme est que la variation du montant a payer, en
moyenne pour 'année ¢ lors du développement j+ 1, est proportionnelle & I'année précédente
J. Enfin, la variance est proportionnelle & C; ; ce qui implicitement revient a avoir un grand
portefeuille diversifié.

Pour 1 < k < n, on introduit la filtration By :=o(C;; |i+j<n+1,5 <k)C F,.

Remarque 4.1. Sous H1, H2 et H3 vérifient également :

E(Cijm | Bj) = fiCij,
Va/T(C/L"jJrl | BJ> = O'?Ci’j.

Démonstration. Par HI1, & ¢ fixé, les seules v.a. qui interviennent dans le conditionnement
par F;i ;1 sont (C;x)1<k<j. Par cette méme hypothese, ce sont les seules variables qui inter-
viennent également dans le conditionnement par B; ce qui permet d’en déduire le résultat. [l

4.2 Propriétés
Le processus vérifie la propriété de branchement.

Lemme 4.2. Le processus (C; j)1<i,j<n satisfait la propriété de branchement : si (G ;)1<ij<n
est un autre processus indépendant de (C;;)1<ij<n €t qui satisfait H1, H2 et H3 avec les
mémes parameétres, alors (C; ; +C’ )1<Zj<n satisfait également H1, H2 et H3 avec les mémes
parameétres.

L’indépendance de (Cj;j)i<ij<n avec (Cf)i<ij<n implique HI. De plus, par linéarite,
E(C@j.}rl + C£’j+1 | E—i—j—l) = fj(C@j + Oz{,j) puis, par indépendance, V(lT’(Om‘.H + C/J+1 |
Firj—1) = 05(Cij + Ciy).

4.3 Estimation des provisions

Cz j+1

On peut poser ﬁ] = pour i+ 7+ 1 < n+1, ie. pour les cas observables en année

Un estimateur de f; est :

N 1
fi= m— ;fi,j-

Toutefois, il ne s’agit pas du meilleur estimateur linéaire de f; avec les observations f; ; au
sens de l'erreur quadratique moyenne.

Avec les poids positifs p := (p; ;) (et non tous nuls, & déterminer ultérieurement), on redéfinit :

J’E L Z =1 pmfm
j=
Z? 1me

Lemme 4.3. Pour tout1 <j<n-—1,o0ona:

E (fu | Bj) = f;.
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Démonstration. Par H2 :

~ 1
E (fm‘ | Bj) =& E(Cijn | B)) = f.

17‘7

]

Proposition 4.4. Sous H2, pour tout 1 < j < n — 1, pour tous les poids p qui sont
Bj-mesurable, l'estimateur f; est un estimateur sans biais de f; conditionnellement a l’in-
formation disponible B;, c’est-a-dire :

E(E|BJ> = fj.

En particulier, il est sans biais :

Démonstration.

S ) Etn (010

Ko | By) =E ( S pig S pig —
O
Il reste a choisir les poids optimaux. On va s’appuyer sur le résultat suivant.
Lemme 4.5. Soit B une tribu. Soient (Xi,...,X,) n variables aléatoires indépendantes de

L? de variance conditionnelle Var(X; | B) = o2. Soit :

é\n = i szm
=1

avec Y p; = 1 qui sont B-mesurables. Le choix des (p;)i1<i<n qui minimisent Var(@\n | B)

est :
1

pi X —5.
o7

Démonstration. On souhaite minimiser sur p, on introduit le langrangien :

Var(6, | B) + A (ipZ - 1) = ip?a? + A (ipZ - 1) .
i=1 i=1 i=1

La condition du premier ordre donne :

A
207 +FA=0<=p = ——5, 1<i<n,

c’est-a-~dire que :
1 .
Pi X pot 1 <1< n.
i

On vérifie aisément qu’il s’agit bien d’'un minimum. O
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Proposition 4.6. Sous H1 - H2 - H3, le meilleur estimateur linéaire de f; en (ﬁJ’)lSZ’Sn_]’
pour Uerreur quadratique moyenne conditionellement a B; est

n—j N
7= i Cijfig
J —q )
>ici Cij
c’est-a-dire : ,
n—j
. 2 i—i Cijn
I o
Zi:l 2,7

Démonstration. Pour 1 < j <n — 1 fixé, 'erreur quadratique moyenne est :
~ ~ 2 ~
E|(fj—£)?| BJ} = [(E(fj | B;) — fj)] + Var [fj | Bj:| :

Comme l'estimateur est sans biais, cela revient & minimiser la variance. Par H3 :

o2

Var(ﬁHBj): C?-’ 1<i<n-—j.
Z?]

Par le Lemme 4.5, on en déduit que :

pijxCij, 1<i<n-—j.

m
On peut en déduire la variance des fAj
Lemme 4.7. Pour tout1 <j<n-—1, ona
N o2
Var(fj | B)) = ==y
> ici Cig
Démonstration. Par H1 et H3, pour tout 1 < j <n—1,
~ "IVar(Ciji | B, 7020, o?
Var(fj ’ B]) }él 2121 CL’I"(‘ ,]+12‘ j) 1;3 Zz_l. J 7]2 _ nij]. )
(Z?:_f Ca;‘) (Z?:_f Cm’) 2i=i Ciy
m

L’objectif est maintenant d’estimer la partie inconnue du triangle.
Lemme 4.8. Soient 1 <i<netn+1—1<75<n.
j—1
E(Cij | Fn) = ( H fk) Cint1—i-
k=n+1—1

Démonstration. Pour j = n+1—1, on est sur la diagonale et E(C; ,41—i | Fn) = Cipny1-i- Soit
n+2—1<j<n.Onai+j—2>n.En utilisant la formule des espérances conditionnelles
emboitées, par H2, on a

E(Cij | Fn) = E(E(Ciy | Firj—2) | Fu) = fim1E(Cijor | Fa)-

Puis, par récurrence, on en déduit le résultat. O
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Dans le Lemme ci-dessus nous allons devoir remplacer les (f;) par leurs estimateurs. Le

lemme suivant implique en particulier que les estimateurs f; ne sont pas corrélés entre eux,
ce qui sera utile par la suite.

Lemme 4.9. Soient 1 <k<n—-1etj1 <jo<...<J, ONna

k k k
E<I1ﬁz Bﬁ>::IIEO;V:IIﬂw
=1 =1 =1

Démonstration. Pour k = 1 la propriété est vraie puisque ]E(};1 | B;,) = fj, par le lemme
4.4. Puis, pour k > 2,

k r k
E Hfh le =E|E (H fji BJk) le
i=1 L \i=1
W= R -1
=E (H fy;) E(fi, | B;) | Biy| =B | fii | Bir | fin
L \i=1 i=1
ce qui permet de conclure par récurrence. O

Nous pouvons maintenant introduire ’estimateur des C; ; de la partie inconnue du tri-
angle et démontrer qu’ils sont sans biais.

Proposition 4.10. Soit 1 <i<netn—i+1<j<n. L’estimateur
j—1
Cij= ( H fk:) Cint1-i
k=n+1—i
est un estimateur sans biais de C; j conditionnellement a Byy1—;.
Démonstration. En appliquant le Lemme 4.8,

j—1 -1
Bnﬂ_i):E( I1 # Bnﬂ_i) Oi,nﬂ_i:( I1 fk) Cins1oi

k=n+1—1i k=n+1—1i

E(@m

]

Le résultat précédent permet d’en déduire un estimateur sans biais des provisions asso-
ciées a chaque année de sinistralité qui est :

R; = Cz‘,n - Ci,n—i-i—l-

Et enfin, un estimateur du besoin en provision totale :
n
i=2
Remarque 4.11. Le modéle est homogéne par changement d’unité ou de monnaie. En effet,

st on multiplie tous les triangles par o >0, on remarque qu’on a les mémes estimateurs et
la méme estimation des provisions. En effet, si, pour tout i,j, on pose C7; = aCj;, on a

f;‘?‘ = J/”; et donc ﬁa = ozﬁ.

24



4.4 Mesure de 'erreur sur ’estimation des provisions

Bien que les f;, les C; ,, et les R; soient des estimateurs centrés, ils demeurent des variables
aléatoires. Nous allons donc calculer une mesure de l'erreur : ’erreur quadratique moyenne
entre R; et R; dans un premier temps puis entre R et R dans un second temps.

Nous aurons besoin d’un estimateur des a?-.

Lemme 4.12. Supposons que nous connaissons les (fj)i<j<n—1. Pour 1 < j <n—1, lesti-

mateur : '
41 ? IR n 2
o; = E Cij ( L —f) :—‘g Cz(fz_f>

5J

est un estimateur sans biais de O'j conditionnellement a B;.

Démonstration. On rappelle H3, pour 1 < j <n—1:
VCLT(Oi’j_H | BJ) = O'JQ-CZ'J'.

C’est a dire que :
2
E[(Cijr1 —E(Cijii | By)) | Bj] = 03Ci
— E [( i1 — [ Z]) | Bj] = UJQ'CZ',J‘

Cij1 ?
Ci,-(—“* —f) Bi| =07
J Ci,j J J J

Comme nous n’avons aucune hypothése supplémentaire, ’estimateur est la moyenne pon-
dérée associée. Mais nous ne connaissons pas les f;, nous devons les remplacer par leurs
estimateurs respectifs.

— E

]

Lemme 4.13. Pour 1 < j <n — 2, l'estimateur :

2
=2 ._ Y
e e (S - )

7.7

est un estimateur sans biais de (7]2- conditionnellement a B;.

Démonstration. On décompose la somme en trois éléments.

o (G ) Zc,J (G p) o+ (B-s) -2 (G- 1) (ﬁ-—fj)]-

i=1 2y 2y

n—

Pour le premier, par le Lemme 4.12,

2
ZCJ < ik —f]>

'LJ

Bj] = (n =)o

Pour le deuxiéme, par le Lemme 4.7,

nz_fci’j (fA] _fj>2 ZCZJE {( fg) ‘ Bj:| = Var (}’;
i=1
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Pour le troisiéme, on effectue le développement.

ZCZJ ( AL _fj) (ﬁ - f]> BJ

Z]

_ZCJE{ e (Ccfjl —fj) f;

:

n—j n—j
2 Y E [Ci,j—i—lfj Bj] - ZQ;‘E [fjfj BJ}
i=1 J
o [er L+ G Z 7y
_ E i,j+1 7J+1 k#i ~k.J 2 C;
i—1 ZZ Clw f Z N

3

S E[C2, | Bj] +E[Cijr | B E [z Jok,msj} "

, S
> LN ij ,

HE

i=1 i=1
H2nJE J+1|B}+f207322¢]0k o
= ; S Clw — f ; Cij
_ —E [ i,j+1 | BJ] — it fQC,J ZZ C’w f-2 nijo ,
i=1 ZZ C/w ’ !
N . Var [Ciji | Bj] H3nzf 20” — o2,
i=1 ZZ Chj i=1 ZZ Chj

Enfin, en combinant, on obtient le résultat.

. (n—7)o? + 0% — 202
E (o3 | B;) = nij—]l L =07,

]

On remarque qu’on ne peut pas avoir d’estimateur de o2 ;. On pourra utiliser une ex-
trapolation, on suppose pour la suite avoir a disposition un tel estimateur. Par exemple, [3|
propose :

~2 ~ ~2

Oy 1.—m1n( Op 2/% 39 72137 Op— 9)-

Lemme 4.14. Soient 1 <i<netn+1—i<j<n.

VCL’/’(CZ'J|./—"”): ( Z (H fg) ( H fe) > i,n+1—1
k=n+1—1 (=k+1 l=n+1—1

Démonstration. Pour j = n+ 1 — 1, on est sur la diagonale et Var(C; ,+1-; | F,) = 0. Soit
n+2—1<7<n.Onai+j—2>n. En utilisant la formule de la variance totale, par H2,
H3 et le lemme 4.8, on a

Var(Ci; | Fn)

E(Var(Cij | Fiyj-2) | Fu) + Var(E(Cij | Fiyj-2) | Fn)
0-]2 E(C INES 1|]:>+fg Var(Ci ;- 1] Fa)

( H fe) in41— z+f] WVar(Cij—1 | Fn)

l=n+1—1i
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Puis, par récurrence, on en déduit le résultat.

Lemme 4.15. L’erreur quadratique moyenne des provisions pour une année i est
eqm(R; | Fo) =E |(Ri — R | Fo
On a la décomposotition :

~ ~ 2
eqm(Ry | F) = (R~ E(Ri | F)) + Var(R: | F).

avec )
N 9 n—1 N n—1
(i~ E(R: | 7)) = ( 1 #- II fk> C2 s
k=n+1—1 k=n+1—i
n—1 n—1 k—1
Var(R; | F,) = ( Z [( H ff) o ( H fe> ) Cint1-i-
k=n+1—1 I=k+1 l=n+1—i
Démonstration.

E|(Ri— R | Fa| =E[(Ri~E(Ri | F)P? | Fo| + B [(R — E(Ri | ) | F]
~ 2B (R ~ E(R; | F.))(R: ~ E(R; | ) | F|
_ (fzi ~E(R; | ]—"n)>2 4 Var(R; | F).

R 2 . 2
En remarquant que (Ri —E(R; | .Fn)> = (Cm —E(Cip | .Fn)> et que Var(R; | F,) =
Var(C;, | F,), par la définition de @n et par le lemme 4.14, on obtient le résultat. O

Proposition 4.16. L’erreur quadratique moyenne peut étre estimée par :

- = 1
eqm(R; | Fn) = Ci, Z z + Sale .
2 k=1 k.

2
jmnti—i I

Démonstration. On reprend l'expression de eqm(}A%Z- | Fn) du lemme 4.15. Le membre de
droite s’estime en remplagant les (f;) et les (07) par leurs estimateurs respectifs, et on

déduit
) Ci,n+ 1—1

Var(R; | F,)

n—1 k—1 R
72 31?;( 1T fz)




Pour la seconde partie, qui est l'erreur d’estimation des parameétres, on ne peut pas simple-
ment remplacer les (fy) par les (fi) car cela conduirait & une erreur nulle. On admet qu’on
peut approximer cette quantité par (voir [3, Théoréme 3|)

n—1 (/7\2 1
CHD P =
] =n-+1—1 f Zk kv]
ce qui permet de conclure. O

La premiére partie de ’erreur quadratique moyenne correspond au fait que, vu d’aujour-
d’hui, C;,, est une variable aléatoire. Si nous connaissions les vrais parameétres, elle serait
inconnue d’aujourd’hui et cela correspond a sa variance. La seconde partie correspond & une
erreur d’estimation des paramétres.

Proposition 4.17. L’erreur quadratique moyenne des provisions totales peut étre estimée
par :

SO = 252/
(R =3 () + (3 ) S b
i=2 k=i+1 j=n4+1—i 26:1 Cﬁ,j
Démonstration. Admis (voir |3, Corollaire aprés Théoréme 3|) O

La premiére partie (somme des erreurs quadratiques moyennes) correspond a la somme
des différentes années, indépendantes. La seconde est associée a I’erreur des paramétres : ce
sont les mémes parameétres qui interviennent, la diversification est amoindrie.

Remarque 4.18. Le modéle demeure homogéne par changement d’unité ou de monnaie.
En effet, si on multiplie tous les triangles par o >0, on remarque qu on a la méme erreur.

En effet, si, pour tout i,j, on pose C7; = aCj;, on a f;‘ fj et a = 040]2 et donc

eqm(R®) = a2éqgm(R). En particulier,

egm(Re)  y/egm(R)
R R

4.5 Exemple

Nous avons le triangle cumulé suivant (tiré de [3]).

{ Ci1 Ci2 Ciz3 Cia Cis Cis Cir Cizs Cio Ci10
1 | 357848 1124788 1735330 2218270 2745596 3319994 3466336 3606286 3833515 3901463
2 | 352118 1236139 2170033 3353322 3799067 4120063 4647867 4914039 5339085

3 1290507 1292306 2218525 3235179 3985995 4132918 4628910 4909315

4 | 310608 1418858 2195047 3757447 4029929 4381982 4588268

5 | 443160 1136350 2128333 2897821 3402672 3873311

6 | 396132 1333217 2180715 2985752 3691712

7 | 440832 1288463 2419861 3483130

8 | 359480 1421128 2864494

9 | 376686 1363294

10 | 344014
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Le code suivant permet de I'importer directement.

C + read.table("https://nicolasbaradel.fr/enseignement/ressources
/R/donneesMACK.txt", sep = "&")
n + nrow(C)

Si le triangle ci-dessus est importé dans une matrice ou data.frame qui s’appelle C dans
le langage R, alors le code suivant permet de calculer (f;)i1<j<n—1.

f_ + function(C)
{
f « numeric(n-1)
for(j in 1:(n—1))
f[j1 < sum(C[1:(n—3), j + 11)/sum(C[1l:(n—3), j1)
return(f)
}
f« £ (O

Le code suivant permet de calculer (3?)1Sj§n—2- On y utlise 'extrapolation de [3] pour
~2
0-71—1'

s2_ + function(C, f)

{
s2 + numeric(n—1)
for(j in 1:(n—-2))
s2[j] < sum(C C[1:(n—j), jl * (C[1l:(n—j), j + 1]/C[1l:(n—3)
,» 31 — f[jDO*2 )/(n — j — 1)
s2[n—1] « min(s2[n—2]22/s2[n—3], s2[n—3], s2[n—-2])
return(s2)
3

s2 + s2_(C, D)

On obtient le Tableau 1.

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9
fi | 3491 1747 1457 1174 1104 1.086 1.054 1.077 1.018
52 | 160280 37737 41965 15183 13731 8186 447 1147 447

TABLE 1 — Estimateurs des paramétres de Mack - Chain Ladder

On peut ensuite calculer les 6” pour i + 7 > n+ 1 avec le code R suivant.

hatC_ «+ function(C, f)

{
for(j in 1:(n—-1))
Cl(n—j+1):n, j+1] < f[jI1*«C[(n—j+1):n, j]
return(C)
}

C + hatC_(C, £)

Et en déduire les provisions.
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R_ < function(C)
return(C[, n] — rev(C[row(C) + col(C) == n + 1]))
R« R_(O)

On obtient le tableau en Figure 2.

= =

i | Cin R;

1 | 3901463 0

2 | 5433719 | 94634
3 | 5378826 | 469511
4 | 5297906 | 709638
5 | 4858200 | 984889
6 | 5111171 | 1419459
7 | 5660771 | 2177641
8 | 6784790 | 3920296
9 | 5642265 | 4278971
10 | 4969824 | 4625810

TABLE 2 — Ultimes et provisions par année.

La provision totale est R = 18680848. Nous pouvons maintenant calculer ’erreur quadratique
moyenne de chaque année avec le code suivant. La matrice CO ci-dessous, qui ne contient pas
la diagonale, est construite pour obtenir efficacement les sommes de C;; qui interviennent
dans les formules des erreurs quadratiques moyennes.

CO « C; CO[row(C) + col(C) >= n+l1] <« 0
eqm_R < numeric(n)
for(i in 2:n)

{
J + (n+l1—-i):(n—-1)
egm_R[i] <« C[i, n]*2xsum( (s2[J]1/f[J1]1*2) x
(1/C[i,J)] + 1/colSums(CO[, J, drop = FALSE])) )
}

En exprimant sa racine carrée, pour chaque année, en pourcentage de 'estimateur des
provisions, on obtient :
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\/@(ﬁi) (%)

0.0
79.8
25.9
18.8
26.5
29.0
25.6
22.3
22.7
29.5

.

© 0 N O Ot = W N

—
o

Enfin, le code R suivant permet de calculer I'erreur quadratique moyenne de ’estimation
des provisions :

egm < eqm_R[n]
for(i in 2:(n—-1))

{
J + (n+1-i):(n—-1)
egm < egm + egm_R[i] + C[i, nl*sum(C[(i+1):n, n]) =x*
2xsum((s2[J]1/£f[J1]1+2)/colSums(CO[, J, drop = FALSE]))
ks

En prenant la racine carrée de 'erreur quadratique moyenne et en divisant par R, nous
obtenons 13,1%.

5 Modéle de Schnieper

Cette section s’appuie principalement sur [4].

5.1 Estimation des provisions

Cette fois-ci nous allons utiliser ’exposition. Le défaut de Chain Ladder - Mack est le
caractére multiplicatif pur. Les sinistres latents sont proportionnels & ce qui est connu. L’idée
du modeéle de Schnieper est la suivante :

— Il y a les sinistres qui ont déja eu lieu et qui sont inconnus de l’assureur, ils sont
proportionnels a I’exposition, il s’agit des vrais IBNR ;

— Il y a les sinistres connus mais dont le montant estimé peut étre amené a évoluer
(cott final inconnu), cette évolution est proportionnelle a la charge actuelle, il s’agit
de révisions de charges de sinitre : les IBNER (Incurred But Not Enough Reported).

On reprend les variables aléatoires (C;;)i<ij<n qui représentent le cotit total cumulé.
Nous définissons de plus :

— Les variables aléatoires (N, j)1<i j<n qui représentent le montant des nouveaux sinistres
survenus en année ¢ et déclarés en année de développement 7 ;

— Les variables aléatoires (D; ;)1<; j<n qui représentent la baisse du cotit estimé des si-
nistres déclarés les années précédententes.
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Par construction D;; = 0 pour tout 1 <i<netD,; <C;;_1pourl <i<net2<j<n.
Le cotit cumulé des sinistres s’écrit :
Ci1 = Ni, I1<i<n 1)
Cijs1=Cij+ Niji1—Diji1, 1<i<n, 1<j<n-—1

Parmi C, N, D, il suffit d’en connaitre deux pour en déduire le troisiéme, I'un d’entre-eux est
redondant linéairement. On introduit la filtration :

Fr=0(Nij,Dijli+j<k+1).

Nous avons donc deux triangles de données, dont I’agrégation en suivant (1) donne C.
Le modéle repose sur les hypothéses suivantes :

Hypothése 5.1.
H1 Les v.a. (Ny j, Di; j)i<j<n €t (Niyj, Diy j)1<j<n sont indépendantes pour iy # is.
H2 Pour 1 <j <mn, il existe \; >0 et pour 1 <j <mn—1, il existe 6; <1 tels que

E(Nij | Fivj-2) = AiEi,
E(Dijs1 | Firj1) = 6;Ci.
H3 Pour 1< j<n—1, il eriste O'j2- >0 et 7'j2 > 0 tels que
Var(Nj | Fisj—2) = O‘?Ei,
Var(Diji | Fipj1) = 77Cij.

Remarque 5.1. Par la formule des espérances conditionnelles emboitées et de la variance
totale, en combinant H2 et H3, on a également :

E(Nij) = A Ei,
Var(N; ;) = J?EZ-.
Pour 1 <k < n, on introduit la filtration By = o(N;;,D;; |i+j<n+1,j<k)C F,.
Remarque 5.2. Sous H1, H2 et H3 vérifient également :
E(Ni; | Bj-1) = N E;,

E(D u+1|3) 0;Cij,
Var(N; L) =05 2E;,
V(l’f’( i,j+1 | B ) 20i,j~
Démonstration. Voir la démonstration de la Remarque 4.1. O

On peut poser Xij = Ni’j pour i+ j < n+1, i.e. pour les cas observables en année n ; et
gz-,j = D”“ pourz—l—j—l—l <n—|—1
En 1ntr0dulsant des poids comme dans le modé¢le Chain Ladder, un estimateur de A; et

un estimateur de ¢; sont :

/)\\‘ — Zn ‘7+1p17.]>\

= 1<57<n
J n— ? — e — Y
Z J+1pz7j
R n—j /3\1
54-——2”% J 1<j<n-—1

J n—j )
Zz 1pz,]
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Lemme 5.3. On a :

Démonstration. Par H2 :

et

]

Proposition 5.4. Sous H2, pour tout 1 < j < n, pour tous les poids qui sont B;_1-mesurable
pour l'estimateur \;, et pour tout 1 < j < n — 1 pour tous les poids qui sont Bj-mesurable
pour l'estimateur 6;, on a :

E <Xj | Bj_1> =\,
E (5 18) = ;.

En particulier, il est sans biais :

E (X]) =\
Démonstration. Analogue a la proposition 4.4. O

~

Proposition 5.5. Sous H1—H2—H3, le meilleur estimateur linéaire de \; en (N j)1<i<n—j+1

conditionnellement a B;_y et le meilleur estimateur linéaire de 0; en (8;;)1<i<n—; condition-
nellement a B; pour Uerreur quadratique moyenne sont

n—j+1
Zz’:l Ei/\i,j

)\] = —Zn_j+1 £ ’
i=1 i
n—j <
5 . izt Cigdij
=T
7,:1 1/7]
c’est-a-dire : "
n—j
o= Zi:l Ni;

J T T n—j+1 0
Zi:l E;
n—j
5 .- 2imi Dign
;= - )
2imi Cij
Démonstration. Comme dans la démonstration de la Proposition 4.6, étant donné que les
estimateurs sont sans biais, il suffit de minimiser la variance. Les poids optimaux sont donnés
par le Lemme 4.5.

Par HS :
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<

@
=
)
<
>

I

<

VC””( i,j | BJ 1)

i 2
Pour /):j,
pij < By,
tandis que, pour gj,
pi,j X Ci,j-
m
On peut en déduire la variance des /):j et des 3]
Lemme 5.6. On a )
~ g
Var(A\; | Bj-1) = W]HEZ’
R T
Var(é; | B;) = #
Zi:l Ci,j
Démonstration. On a par HI et H3,
n—j+ly, | B, nItl g2 o2
V‘””O‘ | Bj-1) = 2=t m.,< - |2 i) = Zl:l. ’ 2 = nfj]+1 )
(i B) (S E) L B
niy i1 | B ! 720 T
Var(5 ]B)Hl Z a?"( ,J+12’ ]) H3 Zz 1 by niéo ‘
(Z?:_f Cz',j) (Z?:_f Cz',j) 2i=i Cis
m

L’objectif est maintenant d’estimer la partie inconnue du triangle.
Lemme 5.7. Soient 1 <i<netn—1+1<75<n.
Jj—1 J Jj—1
E(Cij | Fn) = ( IT a- 5k)> Cimicit Ei > M <H(1 - 50) :
k=n+1—1 k=n+2—1 l=k

Démonstration. Pour j = n+1—1, on est sur la diagonale et E(C; ;,41-i | Fn) = Cipny1—i- Soit
n+2—1<j<n. Onai+j—2>n.En utilisant la formule des espérances conditionnelles
emboitées, par H2, on a

E(Cij | Fo) = E(E(Cij1 + Nij — Dij | Firj2) | Fn) = (1= 0;-1)E(Ci i1 | Fu) + Ei);.

Puis, par récurrence, on en déduit le résultat.

O

Nous allons devoir remplacer les ();) et (§;) par leurs estimateurs. Le résultat suivant, qui
implique une absence de corrélation entre les estimateurs impliqués, nous permettra d’établir
un estimateur sans biais de ’estimation des provisions.
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Lemme 5.8. Soient 1 <k<n—-1etl < <jp<...<Jg, Ona

E (H(l - /5\]1) Bj1> = H]E(l - 8\32) = H(l - 6])

i=1 =1 =1

De plus, on a

E </):j1 H(l - zS\Jz)

=1

(1 - 511)

1

k k
Bj1—1> = E(/\j1) HE(l - 531) = )‘j1

i=1 7

Démonstration. La premiére égalité se démontre de la méme maniére que la Proposition 4.9.
La seconde :

k r k
E )\jl H(l - 5&) lefl =E|E ()\jl H(l - 632) Bj ) lefl
i=1 L i=1
[ k-l R R
=K /\j1 (1 - 5ji>E(1 - 5jk | BJk) Bj1—1
L =1
= R
=E )\jl (1 - 5j¢) Bﬁ*l (1 - 6jk:>7
L =1
puis on conclut par récurrence. O]

Proposition 5.9. Soient 1 <i<netn—1+1< 75 <n. Lestimateur
N Jj—1 R J R Jj—1 R
Cij = ( IT a- 5,9) Cimicit B Y A (Hu - @))
k=n+1—1 k=n+2—i l=k
est un estimateur sans biais de C;; conditionnellement a Bpy1-;.

Démonstration. En appliquant le Lemme 5.8,

j-1
E (Cz',j Bn—l—l—i) =E (k_ljrll.(l — Ok) Bn+1—i> Cint1—i
J R j—1 R
+ E; Z EE (Ak (H(l - 5e)> Bk—l) Bpyi1-i
k=n+2—i =k

- ( 1:[ (1-— 5k)) Cint1-i + E; Z Ak (H(l - 5K)> :

k=n+1—1i k=n+2—1 l=k
L]

Remarque 5.10. Le modéle est invariant par changement d’unité ou de monnaie. En effet,
st on multiplie tous les triangles ainsi que les expositions (E;)1<i<n par o >0, on remarque
qu’on a les mémes estimateurs et la méme estimation des provisions. Si on ne multiplie pas
E; par « (c’est, par exemple, le nombre de contrats), nous n’avons plus les mémes estimateurs
de /):j mais I’estimation des provisions est inchangée.
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5.2 Mesure de 'erreur

Lemme 5.11. Supposons que nous connaissons les (\j)i<j<n et les (6;)1<j<n—1. Pour 1 <
7 <n—1, les estimateurs :

) n—j+1 N 2 ] n—j+1 R )
= S B[S -N) = —— Y B (W)
7 n—j+1,-z (Ez ’ n—J+1; o

o RS Di i1 ’ RS 5 ?
Fm () = (s

sont des estimateurs sans biais de sz. conditionnellement a Bj_; et de 7']-2 conditionnellement
a B;j.

Démonstration. On rappelle H3, pour 1 < j <n—1:
Var(N;; | Bi-1) = 02 E;,
Var(D; 41 | Bj) = TjQCiJ«.
C’est a dire que :
E[(Nij —E(Ni; | Bi1))* | Bja] = 03
= E[(Nij = \E)* | Bj] = 0} E;

Ni; ?
5 (5 )

— [E Bj_l

:O-J.

De méme on montre que

Lemme 5.12. Pour 1 < j <n — 2, les estimateurs :

1 n—j+1 N . N 2
~2 R 2]

i=1
1 Dijn =\
~2 2,7+1
2~ N0, —35) .
7'] n—j—].lzl NI ( 017] J)

sont des estimateurs sans biais de o2 conditionnellement Bj_1 et de 72 conditionnellement

j j
a B;.
Démonstration. 11 suffit d’adapter la démonstration du Lemme 4.13. O

Lemme 5.13. Soient 1 <i<netn+1—i<j<n.

Var(C;; | Fo) =

- (de)

k-1
O Bi 7 ([ H (1 —de)

l=n+1—i

Cint1—i + B Z e 1:[(1 - 5m))”

l=n+2—1i m=~
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Démonstration. Pour j = n+ 1 — 4, on est sur la diagonale et Var(C; 11-; | F) = 0. Soit
n+2—1<7<n.Onai+7j—2>n.En utilisant la formule de la variance totale, par H2,
H3, on a

Var(Cyj | Fo) = E(Var(Cij | Fiyj—2) | Fu) + Var(E(Cij | Fiyj-2) | Fn)
=E(Var(Cij—1+ Nij — Dij | Fiyj—2) | Fn)
+ Var(E(Cij—1 + Nij — Dij | Firj—2) | Fn)
= O'2E,L -+ T'QflE(Ci,jfl | —Fn) + (1 — §j,1)2Va7“(Ci,j,1 ‘ —Fn)

J J

Enfin, par le lemme 5.7,

Var(C;; | Fo) =

j—2
UJZEz + T]-Z_l ([ H (1 — (5@)

l=n+1—1i

Jj—1 Jj—2
Cinnei+Ei Y M]JO- 5m)> + (1= 68;_1)*Var(Cij_y | F)

l=n+2—1i m=/{

Puis, par récurrence, on en déduit le résultat. O

5.3 Exemple

Nous avons le triangle cumulé suivant (tiré de [4]) auquel on associe I'exposition.

E; Cin Cia Ciz Cia Cis Cig Ciy
10224 | 7.5 289 52.6 845 80.1 769 79.5
12752 | 1.6 14.8 32.1 39.6 55 60
14875 | 13.8 424 36.3 53.3 96.5

17365 | 2.9 14 32.5 46.9

19410 2.9 9.8 52.7

17617 | 1.9 294

18129 | 19.1

N O U R W N | S

Celui-ci se décompose en la matrice N :

i | Nji Nig Nyz Nya Nis Nig Nix
1| 75 183 285 234 186 0.7 5.1
21 16 126 182 16.1 14 10.6

3| 13.8 227 4 12.4 12.1

41 29 9.7 164 116

51 2.9 6.9 37.1

61 1.9 275

71 19.1

et D :
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t | Din Dij2 Dijs Djs D5 Dis Dz
1 0 -3.1 4.8 -8.5 23 3.9 2.5
2 0 -0.6 0.9 8.6 -14 5.6

3 0 -5.9 101 -4.6 -31.1

4 0 -14  -21 -28

5 0 0 -5.8

6 0 0

7 0

Nous importons les triangles ci-dessus dans des matrices ou des data.frame qui s’appellent
respectivement C, N et D dans le langage R, et 'exposition dans un vecteur E.

E < read.table("https://nicolasbaradel.fr/enseignement/ressources
/R/donneesSCHNIEPER_E.txt")[[1]]
D <+ read.table("https://nicolasbaradel.fr/enseignement/ressources

/R/donneesSCHNIEPER_D.txt", sep = "&")

N < read.table("https://nicolasbaradel.fr/enseignement/ressources
/R/donneesSCHNIEPER_N.txt", sep = "&")

n < nrow(N)

C<+ N

for(j in 1:(n—1))
C[! J+1] (_C[! J] + N[! J + 1] - D[! J+1]

Le code suivant permet de calculer (/):j)]_gjgn et (gj)lgjgn,l.

lambda_ « function(N, E)

{
lambda + numeric(n)
for(j in 1:n)
lambda[j] + sum(N[1:(n—j+1), j1)/sum(E[1l:(n—j+1)1)
return(lambda)
ks

lambda <« lambda_(N, E)

delta_ < function(C, D)

{
delta + numeric(n—1)
for(j in 1:(n—1))
delta[j] <« sum(D[1:(n—j), j + 11)/sum(C[1l:(n—j), j1)
return(delta)
ks

delta «+ delta_(C, D)

Le code suivant permet de calculer (67)1<j<n €t (77)1<j<n—1-

s2_ + function(N, E, lambda)
{

s2 < numeric(n)
for(j in 1:(n-1))
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s2[j] <« sum( E[1:(n—j+1)] * (N[1:(n—j+1), jI1/E[1:(n—j+1)]
— lambda[j])*2 )/(n — j)
s2[n] < 0O
return(s2)

}
s2 <« s2_(N, E, lambda)

tau2_ < function(D, C, delta)

{
tau2 < numeric(n—1)
for(j in 1:(n-2))
tau2[j] < sum( C[1:(n—j), jl * (D[1:(n—j), j + 11/C[1:(n—
3), 3l
— delta[j])*2 )/(n — j — 1)
tau2[n—1] < 0
return(tau2)
}
tau2 < tau2_(D, C, delta)
j 1 2 3 4 5 6 7
X; x10% | 0450 1.059 1.396 1.150 1.181  0.492  0.499
S\j -0.359 0.072 -0.048 -0.054 0.070 0.033
3j 0.05638 0.0737 0.1089 0.0795 0.0560 0.0575 0.0000
7 0.3874 1.2686 1.1768 3.4603 0.3034 0.0000

On peut ensuite estimer les C; ; pour i + j > n + 1 avec le code R suivant.

for(j in 2:n)
Cl(n—j+2):n, j] < lambda[jl*E[(n—j+2):n] +
(1—deltal[j—1])*C[(n—j+2) :n, j—1]

Et en déduire les provisions.

R_ + function(C)
return(C[, n] — rev(C[row(C) + col(C) == n + 1]))

R« R_(O)

i | Cin | R

1| 795 | o0

2| 644 | 44
301013 | 48
4] 798 | 329
5| 113.0 | 60.3
6| 106.6 | 77.2
7| 123.4 | 104.3
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La provision totale est R= 283,9. En comparaison, avec la méthode de Chain Ladder
Mack on obtient R = 464, 2.

5.4 Le cas particulier du nombre de sinistres au-dessus d’un seuil

Cette sous-section s’appuie également sur [2].

En réassurance, on s’intéresse parfois uniquement aux sinistres au-dessus d’un seuil qui
joue le role de franchise. En assurance, on est parfois amené & séparer les petits sinistres des
grands sinistres, également via un seuil, et d’estimer le nombre de sinistres au-dessus de ce
seuil.

Le modéle précédemment développé s’adapte parfaitement & ce cas. En particulier :

e Les variables aléatoires (IV; j)1<; j<n représentent le nombre de nouveaux sinistres qui
dépassent un seuil fixé. Il peut s’agir de sinistres complétement nouveaux dont le coft
estimé est supérieur au seuil, comme de sinistres déclarés antérieurement dont la valeur
I’année précédente était sous le seuil.

e Les variables aléatoires (D; ;)1<; j<n représentent le nombre de sinistres au-dessus du
seuil en année de développement j — 1 dont le coiit estimé chute sous le seuil.

Nous avons a nouveau la matrice (C; ;)1<; j<n qui représente cette fois-ci le nombre de
sinistres survenus en année ¢ et au-dessus du seuil en année de développement j. Par construc-
tion nous avons cette fois-ci la contrainte supplémentaire D; ; > 0.

Nous avons I'hypothése suivante :

Hypothése 5.2.

H1’ Les v.a. (Nyy j, Diy j)i<j<n €t (Niyj, Di, j)1<j<n Sont indépendantes pour i; # iy et les
couples (N, j, D; ;) sont indépendants pour tout 1 < 1,7 < n.

H2” Pour1 < j <mn,ilexiste \; >0 et pour 1 <j<n-—1, 1l exste 0 <9; <1 tels que

Nij | Firj—2 ~ PN E;), 1<i1<n,
Dz‘,j—i—l | -E-&-j—l ~ B(Ci,j,éj), 1< <n.

Remarque 5.14. L’hypothése H1™ implique H1 et [’hypothese H2  implique H2 et HS.

Démonstration. Pour H2 il suffit d’appliquer 'espérance. Pour H3, il suffit d’appliquer la
variance et de poser o7 := \; et 77 1= §;(1 — J;). O

Proposition 5.15. Sous H2’, les estimateurs précédemment définis :

n—j+1
’):A o Zi:l Ni,j
J T Zn—j-ﬁ-l B )
i=1 i
n—j
5 .. 2imi Dign

J n—j ’
Zi:l Cm’
sont également les estimateurs du mazximum de vraisemblance.

Démonstration. Etape 1. Pour 1 < j < n, on observe (N;; ]E+j_2)1<i<n_j+1 qui suivent
indépendamment la loi P(\;E;). La log-vraisemblance, notée £();), s’écrit :
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n—j+1 n—j+1 n—j+1

Z N E; + Z i 10g(NE) — ) log(Ni )
=1

n— j+1 n— ]—i—l

(Aj) o< = Z N Ei + Z Ni,jlog(A;)
i=1 =1

De plus,

gﬂ(/)\\ ) - =z Z Ni,j < O

Etape 2. Pour 1 < j < n — 1, on observe (Dij+1 | E+j—1)1<i<n7j qui suivent indépen-
damment la loi B(C; ;,d;). La log-vraisemblance, notée £(d; | B;), s’écrit :

n— J
’Lj z]+1 10g<1_5)
=1

0(6; | Bj) Zlog( ) ZD”Hlog +
z]—l—l

(5 | B Z D’Lj+1 10g —f- Z ij Z]—H IOg( 5J)

On a :
n—j
(5| B;) ZDUH Z(Cm- — Dij1)-
=1
On en déduit la condition du premier ordre :
gl(éj | Bj) =0 <= ( ZDM—H 0; (Cij — Dijs1) =0

=1

< ZDi,j+1 — 3\] ZCW' =0

" Z 1 Dw+1
;= in i)
i=1 “hJ

De plus,
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" 1 1
(55| By) =5 ZDl]Jrl - ) (Cij = Dijsr) <0

7 i=1

Proposition 5.16. Les estimateurs /):j et 8\] sont efficaces.

Démonstration. On calcule I'information de Fischer, notée I();), associée & la log-vraisem-
blance £(};) :
n—j+1 n—j+1
" Z E
1) = —E["()) | B)) A2§jAE Y
Or, comme 0]2 = Aj par H2’ par le Lemme 5.6, on sait que :

Aj _
Zn—j{kl £ =1 10‘3’)-

=1

Var(\; | B) =

L’estimateur \; est efficace.

On calcule I'information de Fischer, notée I(4;) associée a la log-vraisemblance £(¢;) :

1" Z:L:_lj Oiuj
1(6; | B;) = —E[l"(6; | B)) | Bj] 5?;5Cu+ T3 QZ T ,J_Ml—_(m-
Or, comme Tj2 = 0,;(1 — ;) par H2’, par le Lemme 5.6, on sait que :
- 51 =5
VarG, 18) = 200 g1 8))
Zi:l CiJ
L’estimateur @ est efficace.
O

On peut obtenir la loi des C; ;. Nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 5.17. Soit N une variable aléatoire de loi P(A) avec A > 0 et D une variable
aléatoire telle que D | N ~ B(N,p) avec p > 0. Alors

N —D ~ P\ —p)).

Démonstration. Soit k € N.
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P(N—Dzk)zP({N—D:k}ﬂ{U{N:n}})

=> PU{N-D=k}n{N=n})
=> P{D=n—k}|{N=n})P(N =n)

n! & ke”‘/\”
— N L Ta
Zk!(n—k)!p (=)=
n>k

6—)\(1 o p)k Z pn)\n-i-k

k! n!
n>0

e M1 —p)]" A)"
_ [(k! p)]z(p)

n>0
e AP A1 —p))*
k! '

Lemme 5.18. Pour tout 1 <1i,7 <n, on a

avec

Démonstration. On raisonne par récurrence. On fixe 1 <i <n.Ona C;; = N;; ~ P(ME;).
On suppose par hypothése de récurrence que C;; suit une loi de Poisson de parameétre

Aij = Zi,:l M B <Hé;;(1 — 54)). On rappelle que
Cij41=Cij+ N;jr1— Dij.
Sous H2’, par le lemme précédent,
Cij = Dijir ~ P (Nij(1 = 45)),

puis, sous H1’,
Cigr1 ~ P N1 B+ Aii(1 = 65)) -
O

On peut également obtenir la loi des C; ; conditionnellement a F,,, pour i +j > n+1, et
en particulier, de C;,,. Nous allons avoir besoin du lemme suivant.

Lemme 5.19. Soit N € N*. Soit Dy ~ B(N,p1), puis, par réccurence, Dy 1 | {> 1| D; =
d} ~ B(N —d,pps1) pour n > 1. Alors
(1- Pz)) :
=1

N—Xn:Din (N,
=1
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Démonstration. On proceéde par récurrence. 1l est clair que N — Dy ~ B(N,1 — p;). Soit

n > 1, on suppose que
N — ZD B( ,Hl—pl>.
=1

Soit k € {0,...,N}. On note 1 — m, := [[;_,(1 — p;). Alors
n+1 n+1 n
[N ZD_k:] N — ZD_k ZD_d] (ZDi:d>
=1
ZDi:d]P<N—Zn:Di:N—d)
=1 =1

MM

Dn+1:N—d—l€

=0 L
N—k
= (N=d)!  veae ko V! d N—d
= 2 k! (N d— k)|pn+1 (1—pn+1) mﬂ'n(l —7Tn)
=0
N! N—k N &) B
= el = ) (1=l Y Iy gy
R = &) (N —d —k)ld!
' ' d=0
N! )
- m(l - 7Tn+1)k (Trn +pn+1(1 — Wn))N k
N! -
=y i)
O

Lemme 5.20. Pour tout 1 <i,j <n telquei+j>n-+1, ona
Cij | Fu ~ B(Ciniy1,0i5) + P (Nij),
ot la somme des lois est indépendante avec

j—1

(5,‘7]‘ = H (1 — 5k),
k=n—i+1
7j—1
/\’i,j = Z )\kE ( 1 - 5g)> .
k=n—i+2 l=k

Démonstration. On démontre par récurrence. On a
Cim—iv2 = Cin—it1 — Din—ivo + Nin_iyo.

On remarque que Ci,nfiJrl - Dz’,n—z‘+2 ’ Fn ~ B(Ci,nfiJrly 1 - 5i,nfi+1> et que Ni,nfi+2 | Fu ~
P(An—i+2Ei)~ ]

Lemme 5.21. Sous HI et H2’, nous avons :
Zn—]—l—l Ei

=1

N | Bt ~

B (Z?:_lj Ci,j,dj)
S Ciy
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Démonstration. Par définition, on a :

n—j+1 -
o 2imi Niy
J T n—j+1 )

Zi:l E;

>)

5 . izt Dign
;= —— .
>imi Cij
Par H1, les N;; sont indépendants entre eux, tout comme les D;; ;. Par H2’ comme
Nij | Bj—1 ~P(NE;) et D;jq | Bj ~ B(C;j,6;), on obtient le résultat. O

Cette fois-ci, on ne définit plus des provisions, mais le nombre estimé de nouveaux sinistres
qui seront au-dessus du seuil : M; := C;,, — Cj p_it1.

5.5 Exemple

Nous avons le triangle cumulé suivant auquel on associe I'exposition.

i | B | Cin Cip Ciz Cia Cis
1|20 10 13 11 12 13
2| 25 7 8 9 9

3| 32 10 8 9

41 39 18 15

5| 42 19

Celui-ci se décompose en la matrice N :

t | Nji Nip Nijz Njga Nigs
1 10 5 0 1 1
2 7 6 3 1
3 10 3 2
4 18 )
5 19

et D :
1| Dijn Djo Dis Djs Dis
1 0 2 2 0 0
2 0 5 2 1
3 0 5 1
4 0 8
5 0

Nous importons les données puis nous calculons les (A;)1<j<n €t (0;)1<j<n—1.
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il o1 2 3 4 5
A; | 0405 0.164 0.065 0.044 0.05
5, | 0444 0172 0.050 0.000

Nous pouvons en déduire le nombre moyen de sinistres au dessus du seuil a venir :

= —

i| Cin M;
1 13 0

2| 10.25 | 1.25
3 | 11.57 | 2.57
4] 17.88 | 2.88
5 | 20.26 | 1.26

Le nombre moyen de sinistres a venir est M = 7,97.

6 Meéthode du bootstrap

La méthode du bootstrap s’appuie sur un rééchentillonnage de 'erreur. Il permet ensuite
de calculer, par exemple, des intervalles de confiance sur différents estimateurs.
Le cas le plus simple est celui de I'estimation d'un intervalle de confiance pour la moyenne
empirique. Si on observe : (Xi,...,X,,), un échantillon i.i.d. de L?, en notant u := E(X}) et
Var(Xy), on sait par le théoréme central limite que
(X"—M) i> N (0’ 1)’

Vn
g n—-+o0o
ce qui permet d’en déduire un intervalle de confiance asymptotique. L’idée du bootstrap
est d’utiliser la variabilité intrinséque de ’échantillon afin d’en construire une distribution
estimée de 'estimateur autour de pu.

Dans ce cas, on rééchantillonne (X, ..., X,), c’est a dire qu’on introduit :

ll 1
(X7, X)) Z(sxz, 1<m<N.

On construit ainsi N nouveaux échantillons de taille n ot chaque X" suit de maniére
indépendante la loi uniforme sur I’échantillon observé (Xi,...,X,). On calcule ensuite les
moyennes empiriques associées (1™ )1<m<n ce qui donne une distribution de l'estimateur.

Par exemple, si on observe (5,5,7,4,11,4,10,8,6,7,12,5), on a it = 7 et 0 ~ 2.73. On
en déduit sous le TCL l'intervalle au niveau 95% : [5.46, 8.54].

En revanche, si on applique la procédure du bootstrap un grand nombre de fois, et qu’on
prend l'intervalle de confiance sur la distribution de (4™ )1<m<n, on obtient au niveau 95% :
[5.58, 8.50].

Dans notre cas, il s’agit de repérer ce qui est (ou sera supposé) i.i.d. Nous allons dans
un premier temps regarder le cas du modéle de Mack puis dans un second temps celui de
Schnieper.
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6.1 Modéle de Mack

Dans le modeéle de Mack, nous avons comme hypothése : E(C; 11 | B;) = f;Ci; et
VCLT’(CZ'J‘_H | BJ) = szCi,j.

On définit le résidu de Pearson de la maniére suivante :

Cij+1 ¢
Cij fJ . Ci,j+1 - ij

7",']'2: oo
) J
oj\/Ci;
Ci; J 0.

ce qui implique que
E(T’Z’J ’ BJ) = O, V&T’(Ti,j ‘ B]) =1

On va faire I'hypothése supplémentaire que r; ; a la méme loi pour 1 <i <netl <j <n-—1.
Comme les parameétres f; et o; sont inconnus, on les remplace par leurs estimateurs, on définit
pouri+j5+1<n+1:

~ . :J+1 fJ

ri,j =
7/ Ci;
C’est I’échantillon sur lequel nous allons appliquer le bootstrap. On simule (77 J)1<m< N

en tirant uniformément et indépendamment dans I’échantillon (7} ;)itj<n. On recalcule le
triangle supérieur avec la relation :

o = i,
i+l = fJOZJ + 7 TlJO-J VvV Cij

Cela permet d’en déduire un nouveau triangle sur lequel on estime & nouveau les para-
métres f; et o;, on note fi* et 07" les estimateurs correspondants :

P > 1]07]-1-1
Jj o n—j
Zi*l Cij

2
~m\2 . __ 2,J+1 m
G2 = n_j—1zc»f< £ fj,).

7‘7

Ensuite, pour la partie inconnue du triangle, on la simule selon :

m [
in—i+l " CZ ;n—i+1

— fmom Nm/\m [ ~m
z]+1' f C +T’L] 7 Ci,j‘

On peut ensuite calculer :

m
Czn

_Ci,n—i—i-h ].SZSTL, ]-SmSN
Ces simulations tiennent & la fois compte de l'erreur d’estimation des paramétres (pre-

miére étape de reconstruction du triangle on on estime a nouveau les paramétres) et du bruit
(seconde étape ou on simule la partie inconnue du triangle).
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6.2 Modéle de Schnieper

Nous allons cette fois-ci définir des résidus pour chacun des triangles. Le triangle des
nouveaux sinistres, nous avions comme hypothése : E(N;; | Bj_1) = \E; et Var(N;; |
Bj_1> = O'JQEJZ

On définit le résidu de Pearson de la maniére suivante :

Nij
B N _ Ny —NE;

nij; = T
> —J_ . .
o oiVE;

De maniére analogue, compte tenu des hypothése sur D; 11, on définit :

Dijr _ 5.
g o Cud 0j  Diji1—0;Cyy
v,] T T4 - *
NG 7iv/ Cij
On va faire I'hypothése supplémentaire que les n; ; ont la méme loi pour 1 <7 < n et
1 < j < n et de méme pour les d; ;. Comme les paramétres A\; et o; sont inconnus, on les
remplace par leurs estimateurs, on définit pour i +j <n+1:

oVE

Nij =

Et de méme : R
g .- Digr—0;Ciy
7iv/ Cij

17.? °

On simule (77%)1<m<n et (d ")i<m<n en tirant uniformément et indépendamment res-

pectivement dans I’échantillon (nm)lﬂ<n+1 et (d j)iti<n. On recalcule le triangle supérieur
avec la relation :

Cll = ME; + 0y E;,
Czw;_‘_l = /\]+1E + anO'J_H\/ —|— 5)017] + d;n;?]\/ Ci,j'

Cela permet d’en déduire un nouveau triangle sur lequel on estime a nouveau les para-
meétres A et d;. On note respectivement )\m et 5m les estimateurs correspondants. Ensuite,
pour la partie inconnue du triangle, on la 51mule selon

im—i+1 = Cin—it1,
Oy = N B+ e B+ (1= MO + A7 O,
On peut ensuite calculer :
:CL"ZL—CM_Z'H, 1<i<n, 1<m<N.

Ces simulations tiennent & la fois compte de l'erreur d’estimation des paramétres (pre-
miére étape de reconstruction du triangle on on estime a nouveau les paramétres) et du bruit
(seconde étape ou on simule la partie inconnue du triangle).
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Pour le cas des nombres au-dessus d’un seuil, sous les hypothéses plus fortes de distri-
bution, nous ne passons plus par les rédidus. Nous simulons directement les valeurs selon les
lois supposées. Nous pouvons méme nous appuyer sur le Lemme 5.21 qui donne directement
la loi des estimateurs.

Cela fournit une méthode directe pour simuler les A et  obtenus par bootstrap.

" (/\ S it g )

(Agn)lngM ~ an]Jrl E. ) 1< ] < n,
1=1 ?

N o B(Z0 i)

(07" )1<menr ™ 1<j<n-—1.

n=j . . ’
2imi Cij
Ensuite, pour la partie inconnue du triangle, on la simule selon :

m —
in—i+1 = Cin—it1,

Cryy = Ol P (N By) = B (€157
On peut ensuite calculer le nombre de sinistres manquant au-dessus du seuil :

=C" = Cipip1, 1<i<n, 1<m< N,

6.3 Exemples

Nous regardons un exemple pour le modéle de Chain Ladder Mack et un pour celui de
Schnieper.

6.3.1 Modéle de Chain Ladder Mack

Nous reprenons le triangle de I’Exemple 4.5. Nous calculons les résidus.

r_ + function(C, f, s)

{
r + numeric(0®)
for(j in 1:(n—-1))
r < c(r, (C[1:(n—j), j+11 — £f[jIxC[1:(n—3), J1)/
(s[jl*sart(C[1l:(n—3), 31)))
return(r)
3

s < sqrt(s2)
r <« r_(C, £, s)

Puis nous définissons deux fonctions. La premiére permet de simuler, par bootstrap,
la partie supérieure du triangle sur laquelle nous pouvons réestimer les paramétres, par
apreés. La seconde permet de simuler la partie inférieure et d’en déduire une simulation des
provisions, par apres.

Cbootstrap_ «+ function(C, f, s, r)

{
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Cm + C
for(j in 1:(n—-1))

{
rm < sample(r, n—j, replace = TRUE)
Cj < C[1:(n—3), 3]
Cm[1:(n—j), j+1] < Cj*xf[j] + s[jl*sqgqrt(Cj)*rm
}
return(Cm)
3
hatCbootstrap_ «+ function(C, fm, sm, r)
{
Cm « C
for(j in 1:(n-1))
{
rm < sample(r, j, replace = TRUE)
Cm_j « Cm[(n—j+1):n, j]
Cm[(n—j+1):n, j+1] < Cm_j*fm[j] + sm[jl*xsqrt(Cm_j)=*rm
}
return(Cm)
}
fm_ «+ function(Cm, C)
{
f «+ numeric(n—-1)
for(j in 1:(n—1))
f[j1 < sum(Cm[1:(n—j), j + 11)/sum(C[l:(n—3), j1)
return(f)
ks
s2m_ < function(Cm, C, fm)
{
s2 < numeric(n—1)
for(j in 1:(n-2))
s2[j] < sum(C C[1:(n—j), jl * (Cm[1l:(n—3), j + 1]1/C[1l:(n—j
), j1 — fm[j1)>*2 )/(n — j — 1)
s2[n—1] « min(s2[n—-2]%*2/s2[n—3], s2[n—-3], s2[n-2])
return(s2)
ks

Nous appliquons maintenant I'algorithme du bootstrap pour estimer la distribution des
réserves.

N <« 100000

Rm <+ numeric(N)

for(m in 1:N)

{
Cm <+ Cbootstrap_(C, f, s, r)
fm +— fm_(Cm, C)
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sm < sqrt(s2m_(Cm, C, £fm))

Cm < hatCbootstrap_(C, fm, sm, r)
Rm[m] <« sum(R_(Cm))

On obtient la distribution des provisions (R™);<m<n. Sa moyenne (sur un jeu de simula-
tion) est R™ = 18921078 qui est supérieure de 1,3% a I’estimation directe par Chain Ladder
Mack (ﬁ = 18680848). Son écart-type relatif a R est de 11,1%, inférieur a celui obtenu par
Chain Ladder Mack (13,1%).

6.3.2 Modéle de Schnieper

Nous reprenons le triangle de I’Exemple 5.3. Nous calculons les résidus.

rn_ < function(N, E, lambda, s)

{
r < numeric(0)
for(j in 1:(n—-1))
r < c(r, (N[1:(n—j+1), jl — lambda[jl*E[1:(n—j+1)]1)/(s[]
Ixsqrt(E[1:(n—3+1)]1)))
return(r)
ks

s < sqrt(s2)
rn < rn_(N, E, lambda, s)

rd_ < function(D, C, delta, tau)

{
r < numeric(0)
for(j in 1:(n—2))
r+ c(r, (D[1:(n—j), j+1] — delta[jl*C[1l:(n—5), jl)/(taul
jlxsart(C[1:(n—3), j1)))
return(r)
ks

tau + sqrt(tau2)
rd « rd_(D, C, delta, tau)

Puis nous définissons deux fonctions. La premiére permet de simuler, par bootstrap, la
partie supérieure du triangle N. La seconde fait de méme pour D et calcul C. La troisiéme
permet de compléter la partie inférieure et d’en déduire une simulation des réserves, par
apres.

Etant donné que le coiit des nouveau sinistre peut étre négatif tout comme la variation
du montant des sinistres peut étre supérieure au montant total cumulé, nous les bornons.

Nbootstrap_ <+ function(E, lambda, s, rn)
{
Nm < matrix(®, n, n)
Nm[, 1] + lambda[1]%E + s[1]xsqrt(E)*sample(rn, n, replace =
TRUE)
for(j in 1:(n—-1))
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rnm < sample(rn, n—j, replace = TRUE)
Em_j < E[1:(n—j)]
Nm[1l:(n—j), j+1] <« lambda[j+1]1*Em_j + s[jl*xsqrt(Em_j)*rnm

}
return (Nm+«(Nm >= 0))
}
Dbootstrap_ <« function(Nm, C, delta, tau, rd)
{
Dm < matrix(®, n, n)
for(j in 1:(n—-1))
{
rdm < sample(rd, n—j, replace = TRUE)
Cj <« C[1:(n—3), jl
Dm[1l:(n—j), j+1] < delta[jl*Cj + taul[jl*xsqrt(Cj)*rdm
}
return (Dm)
ks

hatCbootstrap_ «+ function(C, E, lambdam, deltam, sm, taum, rn, rd

)

{
Cm < C
for(j in 1:(n—-1))
{

rnm < sample(rn, j, replace = TRUE)

rdm < sample(rd, j, replace = TRUE)

Cm_j <« Cm[(n—j+1):n, j]

Cm[(n—j+1):n, j+1] = lambdam[j+1]*E[(n—j+1):n] + sm[j]x*
sqrt (E[(n—j+1) :n])*rnm + Cm_j*(l—deltam[j]) + taum[j]x
sqrt (Cm_j) *xrdm

Cm[Cm < 0] < O

}
return(Cm)
b

Nous appliquons maintenant I'algorithme du bootstrap pour estimer la distribution des
réserves.

N <+ 100000
Rm < numeric(N)

for(m in 1:N)
{
Nm < Nbootstrap_(E, lambda, s, rn)
lambdam < lambda_(Nm, E)
sm <+ sqrt(s2_(Nm, E, lambdam))

Dm < Dbootstrap_(Nm, C, delta, tau, rd)
deltam < delta_(Dm, C)
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taum < sqrt(tau2_(Dm, C, deltam))

Cm <+ hatCbootstrap_(C, E, lambdam, deltam, sm, taum, rn, rd)
Rm[m] <« sum(R_(Cm))

On obtient la distribution des provisions (R™);<m<y. Sa moyenne (sur un jeu de si-
mulation) est R™ = 301, 4 qui est supérieure de 6,2% & l'estimation directe par Schnieper
(ﬁ = 283,9). A noter que dans certaines simulations, N[ ou C7"% pouvaient étre négatifs, et
ont été mis a zéro ce qui peut augmenter légerement l'estimation. Son écart-type relatif est

de 34,8% en terme de R™ et 36,9% en terme de R.

Enfin, pour le cas des nombres :

hatCbootstrap_ <+ function(C, E, lambdam, deltam)

{
Cm < C
for(j in 1:(n-1))
{
Cm_j < Cm[(n—j+1):n, j]
Cm[(n—j+1):n, j+1] = Cm_j + rpois(j, lambdam[j+1]*E[(n—j
+1):n]) — rbinom(j, Cm_j, deltam[j])
Cm[Cm < 0] < 0O
}
return(Cm)
}
N <+ 10xx6

Mm < numeric(N)

rcE < rev(cumsum(E))
rcC < numeric(n—1)
for(j in 1:(n-1))
rcC[j] < sum(C[1:(n—3), J1)

for(m in 1:N)

{
lambdam < rpois(n, lambdaxrcE)/rcE
deltam < rbinom(n—1, rcC, delta)/rcC
Cm + hatCbootstrap_(C, E, lambdam, deltam)
Mm[m] < sum(R_(Cm))
ks

On obtient la distribution du nombre de sinistres moyen a venir au dessus du seuil :
(M™)1<m<n. Sa moyenne (sur un jeu de simulations) est M™ = 7,97. A noter que dans
certaines simulations, C7"; peut étre nul et 07" a été mis a zéro. Son écart-type relatif est de

7]
129,4% (10,32 de maniére absolue).
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7 Prise en compte de 'inflation

L’inflation joue un réle important. Les sinistres qui ont lieu dans une année i sont réglés a
différents moments. De plus, le cotit des sinistres sur chaque année est touché par 'inflation.
Il convient donc de déflater le triangle, afin de travailler en euros constants.

Si on suppose que X ; (le cotit incrémental) correspond au nouveau cott réel ou la charge
estimée & venir, évaluée en année i+ j, et que (I,,)m>1 est I'indice des prix associé au secteur
de notre triangle, alors on introduit :

I
rL n+1
Xij =Xy
1+

On en déduit le nouveau triangle cumulé dans le cas de Chain Ladder Mack (et de maniére

analogue dans le cas de Schnieper). On fait ensuite les estimations sur les triangles déflatés.
Enfin, pour compléter le triangle, on applique l'inflation en multipliant par %
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