
ENSAE 2018/2019

Correction de l’examen de Théorie du Risque

Exercice 1 - Modèle collectif. Partie A

1. On remarque que

1 =
∑
n≥1

1{N≥n}

N
,

S

N
=
∑
n≥1

Xn

1{N≥n}

N
.

Comme les Xn sont positives, par convergence monotone puis par indépendance de N et Xn pour tout n ≥ 1,

E
[
S

N

]
= E

∑
n≥1

Xn

1{N≥n}

N

 =
∑
n≥1

E
[
Xn

1{N≥n}

N

]
=
∑
n≥1

E [X1]E
[

1{N≥n}

N

]
= E [X1]E

∑
n≥1

1{N≥n}

N

 = E [X1] .

D’autre part, la forume de Wald implique que :

E [S] = E [N ]E [X1]

On en déduit que S
N et N ne sont pas correlées car :

E
[
S

N
N

]
= E [S] = E [X1]E [N ] = E

[
S

N

]
E [N ] .

2. Si N est constante, S
N et N sont indépendantes. Si N n’est pas constante, elle a au moins deux valeurs avec

probabilité strictement positive, notons-les n1 et n2. On a

V ar

[
S

N
| {N = ni}

]
=
V ar(X1)

ni
, i ≥ 1.

Si V ar(X1) > 0 ces deux valeurs sont bien distinctes et la loi de S
N dépend bien de N . Si V ar(X1) = 0 alors

les Xk sont constantes, notons α ≥ 0 cette constante. Dans ce cas

S

N
= α,

et l’indépendance est claire.

Partie B
Comme Xk ∼ G(k − 1, β), on a

n∑
k=1

Xk ∼ G
[

(n− 1)n

2
, β

]
.

Comme N est indépendante des (Xn)n≥1, un résultat du cours (qu’on retrouve facilement) donne :

E [S] =
∑
n≥1

P(N = n)E

[
n∑
k=1

Xk

]
=
∑
n≥1

e−λ
λn

n!

(n− 1)n

2β
=
∑
n≥2

e−λ
λn

(n− 2)!

1

2β
=
λ2

2β
e−λ

∑
n≥2

λn−2

(n− 2)!
=
λ2

2β
.

Exercice 2

∀α ∈]0, 1[, V aR(X;α) ≤ V aR(Y ;α) ⇐⇒ F←X ≤ F←Y ⇐⇒ FX ≥ FY ⇐⇒ X ≤1 Y.

Exercice 3 Voir cours.
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Exercice 4

1. On pose N := hN (z,N0) et Xn := hX(z, Yn) pour n ≥ 1. Nous sommes dans le cadre du modèle collectif, la
formule de Wald donne :

E(S[z]) = E(N)E(X1) = mN (z)mX(z).

2. Comme Z est indépendante de (N0, (Yk)k≥1), on peut la définir sur un autre espace et considérer la mesure
produit. On a alors par Fubini et la question précédente :

E (S∗) =

∫
R

∫
Ω

S[z](ω)dP(ω)dPZ(z) =

∫
R
mN (z)mX(z)dPZ(z).

3. Le processus de capital est :
Ut[z] = u+ c[z]t− St[z].

La probabilité de ruine associée est :

ψ(u)[z] = P (∃t ≥ 0 : Ut[z] < 0) .

4. Méthode 1.

ψ?(u) = P [∃t ≥ 0 : Ut[Z] < 0] =

∫
R

∫
Ω

1{∃t≥0:Ut[z](ω)<0}dP(ω)dPZ(z) =

∫
R
ψ(u)[z]dPZ(z).

Méthode 2.

ψ?(u) = E
[
E
[
1{∃t≥0:Ut[Z]<0} | Z

]]
= E [ψ(u)[Z]] =

∫
R
ψ(u)[z]dPZ(z).

5. Pour tout z ∈ R, par le théorème de Lundberg,

ψ(u)[z] ≤ e−R[z]u.

De la question précédente, on en déduit :

ψ?(u) ≤
∫
R
e−R[z]udPZ(z).

Exercice 5

1. Voir cours.

2. Méthode 1. Un résultat du cours donne

E[S] =
∑
n∈N

P(N = n)E

[
n∑
k=1

Xk

]
.

Comme les Xn sont indépendantes et de même loi, par définition, la fonction de répartition de
∑n
k=1Xk est

F ∗nX . Par la question précédente,

E

[
n∑
k=1

Xk

]
=

∫ +∞

0

(1− F ∗nX (x)) dx.

Il vient :

E[S] =
∑
n∈N

P(N = n)

∫ +∞

0

(1− F ∗nX (x)) dx = E
[∫ +∞

0

(
1− F ∗NX (x)

)
dx

]
.
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Méthode 2. Un autre résultat du cours donne

FS(x) =
∑
n∈N

pnF
∗n
X (x).

On en déduit que
FS(x) = E

[
F ∗NX (x)

]
.

Comme S ≥ 0, par la question précédente et par Fubini :

E[S] =

∫ +∞

0

(1− FS(x)) dx =

∫ +∞

0

(
1− E

[
F ∗NX (x)

])
dx = E

[∫ +∞

0

(
1− F ∗NX (x)

)
dx

]
.

Remarque : comme par ailleurs, E [
∑n
k=1Xk] = nE [X1], on également la relation :∫ +∞

0

(1− F ∗nX (x)) dx = n

∫ +∞

0

(1− FX(x)) dx.

3. On remarque que
n∑
k=1

Xk ∼ G(n, λ).

Méthode 1. Par intégration par partie puis récurrence :

F ∗nX (x) =

∫ x

0

λn

(n− 1)!
tn−1e−λtdt = −e−λx (λx)n−1

(n− 1)!
+

∫ x

0

λn−1

(n− 2)!
tn−2e−λtdt

= −e−λx (λx)n−1

(n− 1)!
+ F

∗(n−1)
X (x) = −

n−1∑
k=0

e−λx
(λx)k

k!
+ F ∗0X (x)

= 1−
n−1∑
k=0

e−λx
(λx)k

k!
.

Méthode 2. On introduit (Nx)x≥0 un processus de Poisson de paramètre λ > 0, et (τi)i≥1 la suite des temps
de saut. Par construction, τn ∼ G(n, λ) et :

{τn ≤ x} = {Nx ≥ n}.

On en déduit :

F ∗nX (x) = P (τn ≤ x) = P (Nx ≥ n) = 1− P (Nx ≤ n− 1) = 1−
n−1∑
k=0

e−λx
(λx)k

k!
.

4. Soit ω ∈ Ω,

∫ +∞

0

(1− F ∗N(ω)
X (x))dx =

∫ +∞

0

e−λx
N(ω)−1∑
k=0

(λx)k

k!
dx =

1

λ

N(ω)−1∑
k=0

∫ +∞

0

λk+1

Γ(k + 1)
xke−λxdx =

N(ω)

λ
.

Puis, en appliquant l’espérance, grâce à la question 2, on retrouve la formule de Wald :

E(S) =
E(N)

λ
= E(N)E(X1)

Remarque : de manière général, on a :∫ +∞

0

(1− F ∗NX (x))dx = NE(X1),

qui peut se déduire de la remarque faite en question 2.
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