ENSAE 2016/2017
Correction de ’examen de Théorie du Risque

Exercice 1 - Modéle collectif en réassurance (6 pt).
1. Méthode 1. Dans le cours, on a
P
E(min( Xy, P)) = / (1 — Fy())de
0

De plus on remarque que X = min(Xy, P) 4+ (X — P)4, d’ott le résultat grace & la positivité et au caractere

L.

Méthode 2. On utilise Fubini de la méme maniére qu’on démontre que E(min(Xy, P)) = fop(l — Fx(x))dr et

en déduire directement le résultat : dans ce cas on n’a pas besoin de la positivité, ni de I'intégrabilité.

Méthode 3. Comme (X} — P)4+ > 0,

B = P)il = [ (1= Fls—p. (0)de
+
De plus, pour = > 0,
F(X,p)+($) = P((Xk - P>+ < a:) = P(Xk <z+ P) =Fx(x -i—P),

d’on

+oo

(I—FX(x+P))dx:/P (1 — Fx(2))da.

Bl - P)] = [

Ry
2. C’est une application directe du cours des formules de Wald en remarquant que E(N) = Var(N) = A.
3. Voir cours

4. Voir cours

Exercice 2 - Dominance stochastique (2 pt). Soit u une fonction convexe et croissante.
Méthode 1. En utilisant 'inégalité de Jensen pour les espérances conditionnelles :

Eu(X + 2)] = EE[u(X + Z) | X]] > E[u(E[X + Z | X])] = E(u(X)).
Méthode 2. Par indépendance de X et de Y, puis par 'inégalité de Jensen,

E[u(X+2)] = /R /R w(@+2)dPy (2)dPx (z) = /]R Efu(z+2)|dPx (z) > /

R R

Exercice 3 - Théorie de la ruine (5 pt).

1. On vérifie la définition. On remarque que N} = Ny = 0 p.s., que t — Ny est cadlag p.s. car t — N; lest et
t — At est continue, que N] — N, = Ny; — N5 qui est indépendante de Fys = F, car N est un processus de
Poisson et, enfin, que Ny — N, = Ny — Nys ~ P(At — As) = P(A(t — ).

2. On remarque que :
car ¢ est surjective de Ry dans Ri. On en déduit ¢'(u) = ¥(u).

3. On remarque que, pour A > 0,

N ) Nt
U= (L+ B)urt = - X (L4 B)u(M) = Y- Xi = U (M),
k=1 k=1

ol N est un processus de Poisson de parametre 1, c’est-a-dire que U est un changement de temps d’un U de
parametre 1. De plus, t — At vérifie les conditions de . On en déduit que ¥ (u) est indépendant de A.

4. Dans ce cas la, la propriété ne marche plus, car l'application ¢ — At transforme l'intervalle [0,T] en [0, \T].
On peut également deviner que la probabilité de ruine sur [0, 7], lorsque A — 400, convergera vers 1(u).

u(z+E[Z])dPx (x) = / u(z)dPx (x) = E(u(X)).



Exercice 4 - Un cas de sous-additivité des VaR (3 pt). Puisquesi Z ~ N (0,1), X; := p;+0;Z ~ N (i, 02),
on en déduit que
VaR(X;, ) = pi + 0@ Ha).

De plus, comme X est un vecteur gaussien, X; 4+ X suit une loi normale. On a
B(Xi 4+ Xj) = pi + 15,
Var(Xl- + Xj) = V(IT'(XZ) + Var(Xj) + 2CO’U(X1', XJ) = 02-2 + O'JQ- + 2Pi,j0i0j S 0'12 + 0]2 + 20’1‘0]‘ S (O’i —+ (Tj)2.

On en déduit

VaR(Xi+Xj,a) = ,U,l+ﬂj+ 01»2 =+ O’? + 2pi,j0—i0jq)71(04) S pi+uj+(ai+0j)<1>71(a) = VaR(Xi,oz)JrVaR(Xj,a)

Exercice 5 - Sinistres au-dessus d’un seuil (4 pt).

1. Méthode 1. On remarque que Y3 | {N7 = n} suit une loi binomiale de parametre (n,p). Soit k& > 0,

P(Ny—Ya=k)=P (N, —Ya=kn [ J{N1 =n}

n>0
=3 P(Ny—Yy=kNN; =n)
n>0
=) P(Ny - Yy =k| Ny =n)P(Ny =n)
n>0
—A1)\n
_ n n—kpq k€ AT
Z (n - k)p (1=p) n!
n>k
e—)\l )\npn—k
— 1— k 1
DY (n—k)!
n>k
e )\1 A pn
=S -ty Al
n>0
e*)\l(lfp)
= — -

Méthode 2. On remarque que Y peut s’écrire
Ny
}/2 = Z Zk7
k=1

ol les (Zx)k>1 est une suite de variables aléatoires de Bernoulli de parametre p. On a alors

Ny

N Yo=Y (1-2Z),

k=1

ou 1 — Z; ~ B(p). On reconnait un modele collectif avec des sommes de variables aléatoires de Bernoulli,
comme dans 'exercice 1. On en déduit de la méme maniére que Ny ~ P(A1(1 — p)).

Enfin, la somme de deux lois de Poisson indépendantes est une loi de Poisson dont le parameétre est la somme
des parameres, on en déduit :
N ~ P(/\l(l —p) + /\2)

2. On utilise le résultat du cours dans le cas de I'agrégation de deux sommes aléatoires de loi de Poisson. On
agrege celle de premiere période avec celle de deuxieme période, la loi des Ay, est la loi mélange gP; 4 (1 —q)Ps

Lo (A=p)A
oM ¢ = Fpx, s



